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1.
PABCYHAEHIE

0B'b ONPENBJABHIH MPOM3BOJBHBIXD OYHKIIH

Bh MHTETPAJIAX'D YPABHEHTI

Cb YACTHbIMHU MPOU3BOAHDLIMH.

(MACCEPTAIA HA CTENEHD MATHCTPA YACTOH M NPHENANHOK MATEMATHEH,
C.-OETEPBYPI'b, 1860, JHTOIP.).

[TPEIUCIOBIE.

IlpeameTs HACTOAMArO PAa3CyXEJeHiA COCTABIAET: MATEMATH-
YECKYl0 9aCTh DA3AMYHLIXD OH3MIECKHX'B TeOpill Kakh TO: Teopim
TENAOTh, Teopin yUpyrocTe TBepabIxs TEXD W Apyraxs. Bmb saza-
yax’h, BCTphualomuxca Bb STHX'B TeOpiAXb Upefiaraercs HaiTa
HATErpatb JAHHAT'O YPABHEHIA Cb YACTHBIMH BPOH3BOJHBIMH LHOXH
PasAMYHBIMA YCIOBiAMHM, 32BHCAMEME OTH OpEIMETa, Pa3CMATPH-
BaeMaro BB 3agavb. Bompocs arorh phmens 114 Goabmed JacTH
cIyYaeBb, KOTOphle BerphuaoTca BB yIOMAHYTHIXD TEOPiAXD, TEMB
me merbe egpa xm B0o3MOKHO PHMETH ero BH 06menb BEXE.

Mlepseiil phmupmiif Bonpocs mox06HAr0 poja 651x% Jarpaams.
PascmatpaBas 3aja9y 0 KOXeGaHiE CTPYHbI, OH'h ODPEACTABHID HATE-
rparb ypaBHEHiA OTH KOTOPAro 3Ta 334aYa 3aBHCHTH, BB BHAE
pAfa, PAcOOJOKEHHAT0 0O CHHYCAMB H KOCHHYCAMB KDAaTHBIXDB
AYC'b, H I0Ka381b KaKaMb 06pasoMs onpeiBinTh KO03@oHNiEHTHI
9TOr0 psAjAa 00 HAYRABHLIMG IepeMBmeHiaMb YaCTHNG CTPYHBI H
10 HAYAJLHBIMB CKOPOCTAMD. JTH KO3@®HNIERTH! BBIBOAATCA H3D
oco6eHHoil ©OpMyXAb! HHTEpPHOAMPOBaHia, jamHod Jarpammoms.
Anmaxmss Jlarpamma Jerxo yme 6b110 nocxb 3Toro, OpaAORATH Kb
opocTEAMEMS BOPOCAME TeODiH TENAOThI, Kakbh HampEMEDPD Kb
pacupocTpaHenilo TENIOTH Bb HPYTH, €b MAALIMH IOUEpPEYHbIMH
mswkpeniaME, B Kb JAPYFEMD; HO TeopiA TemioTsl BL BHXB 0coG6oi
HAYKH HE CyMecTBoBala eme, 10 TExb mops, moka Pypse npescra-
BEBMifl BECKOXBKO 3aECOKD 10 3TOl TEOPiN H NOTOMD HAMWCABMIM



orgbapnoe cournenie moxh 3araasiems: «Theorie analytique de la
chaleur», ne mocraBnat ee da 3ty creuenb. 3xkcy Pypre phmars
MHOTie BOHPOCHl, IOCPEACTBOMD AHAIN3A, H0Z06Haro amasu3y Jla-
rpaHi&a, @ Jarb OJHy OYeHb BAKHYI POPMYIY, - BRIPAKAIONMLYIO
IPOB3BOJBHYI0 ©YHKMNi0, KOTOPad M3BECTHA HOAD HMEHEMT TEOPEeMEI
Pdypse. Jra TeopeMa Jerxko BHIBOAATCA H3B &OpMyXs Jarpamma,
ecIH NOJORHMDB, YTO CTPYHA, HMB pa3cMaTpuBacMan mmbers Ges-
KOHEYRYI0 JXUHY.

Janxach, phmas Bonpoch 0 HPEAHBAXD H OTIMBAXD MOPA,
yOOTPeOUuNb aBAJA3DH 0COGEHHLIH, KoTophii X0TA EMEeTH HEKOTOpOE
CXO0JCTBO Cb aHAXE30MD JlarpaHka, Bb TOMDH OTHOIIEHIH, IT0 OGIiM
HATETDayb A4HHATO YDABHEHIA pasiaraercd Bb DAL, PA3IHYALIE
YJeHbl KOTOPATO CYTh YACTHbI€ HHTErpPaibl 3TOTO YDaBHEHiA, HO
SYHKNiA, 10 KOTOPEIMB DACHOXOEEHD PAAD, yiKe HE CYyTh CHHYCHI
¥ KOCHHYCbl, & Goxbe CIOKHBIA BRIpAKeHis, 34BHCAMIA OTH ABYX'B
yTI0BB.

Iocxh Pypse u Janaaca sanuMadca sTaME npeameroms Ilyac-
COH'h, KOTOPBIA HANHCAXD ABE 3aUHCKH DO Teopim TemAoTs! BB 19-i
Terpald xKypHaxa Iloamrexnmdeckodt mroabi. 3xEch 08B AaeTH 1Ba
€noco6a HWHTEIDHPOBATH JHHEHHBIA YPABHEHi € YACTHHIME OpPOH3-
BoZEEIME, OauHD €H0CO0D, KOTOPEIH IlyaccoRs nocToAHAO ynoTpe6-
asgerd Bb coumHenin: Théorie mathématique de la chaleur, 3axxo-
Yaercd BB TOMB, 9T0, PA3CMATPHBAA WHTETPATD JAHHATO YpaBHEHiA
Bb BEAE pAxa, PacUoJoAREeHHATO IO CHHYCAMD H KOCHHYCAMD, MOZKHO
YAOBAETBOPHTb YCAOBiAMDB, OTHOCHTEIHHO KpaiHEXD TOYeKD ThIa,
KOTOpOe pascMaTpuBaerca BB 3ajawyh. IloTomsb mocpeacTBoM® 0CO-
6eHBaro mpieMa, MOKHO BBIDA3HTH OCTAIbHBIC KOdGGHUIEHTHI PAAS,
IOCPEJCTBOMD HAYAJBHBIXD Hepembmeniil To9exs ynomanyraro Thia
H HX'h HAYRJLHBIXH CKOPOCTEd. ITOTH CHOCO6B TpefyeTh A0Kasa-
TEALCTBA JBHCTBATEALHOCTH KOpHEH TPAHCHEJCHTHBIXH ypaBHEHiM,
OTH KOTOPBIX'h BOUPOCDH 3aBHCHTDH. IlyaccoHh mperiaraeTs 0CoGeH-
BBl CHOCOGB 11 3TOTO JOKA3ATEABCTBA, OCHOBAHHBIH Ha 3ambua-
TEALHOMD CBOACTBE ®YHKOi# DO KOTOPHIM'B PACHOAATAIOTCA PARBI,
ptmaromie Bonpocs. Ho BecMoTpa Ba mpoCTOTY cmOCOGa MHTErpH-
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pOBaHifA, €r0 HeXh3A YUOTPEGHTH NpH HHTETPAPOBAHIM ypaBREHiH
JAHABIX'D & Priori W UpE yCIAOBiAX'D AAA HHTErpaioBb ITHXD YDaB-
HeHiil, TAKP /e JaHHBIX'D & Priori; mOTOMy 9TO OHb OCHOBBIBAETCSH:
H3 BO3MOKHOCTR phmenia 3ajawym, 9T0 09eBHAHO BB 33]a9axDh oH-
3A9ECKAX'D, ¥ YTO TPYAHO BHAETH BB 3a]a9aXb AHAIATAYCCKAXD.

Jpyroit cnoco6s npepaosrennsiii [lyacconoms ne mmbers Taxoi
06mHOCTA, KAKD €n0co6% cefiaacs pascmorphansiit. 3xbeb Kamaan
3aj1a9a Tpefyers HEKOTOPBIX® OCOGEHHBIX'H Npeo6Gpa30Baniil maTe-
rpaia JaHHATC YDaBHeHid, XA TOr0 YTOGH! OPHBECTH €ro Kb BHEAY
yao6HOMY Jdd DpHAOMEeHIA cnoco6a. IrorTs mocabamii comoco6s
OCHOBBIBAETCA HA OPOCTOMB npeo6pa3oBanid upexbioBs HATErpaia,
TaxB 10 BMECTO HETErpaia NOAyYaeTcA PAAB, YAOBIAETBOPAOMM
IpeIOAKEHHBIME YCXOBiAMB. Beg TpyAHOCTH COCTOMTH BB OpHBe-
jAeHin HHTErpaia ARHAATO YPaBHEHiA, Kb TAKOMY BHAY, YTOGBI 3TOTH
METErPaXb BRIPAKAICA BB OnperbiesHpIX's HHTErPataxs, N0Lh 3HAKH
KOTODHIXD> BXOHIH Gbl IPOM3BOABHBIA CYHKIiH, YMHOMREHHBIA HA
CHHYCHI W KOCHHYChI JHHEHHBIX'D ®YHKLi# 0TH nepeMbHHEBIXD HE3a-
BECEMBIX>. Ho HecMOTpA Ha To, 9TO 3TOTH €OOCOOH TpyAHEe mep-
Baro cnoco6a, ero MOMKHO BCErAia yHnoTrpeGHTh AAd ypaBHemill Aan-
AXD a priori. IlparoMs or's Be TpeGyers JokasaTeancTBa AbicTBR-
TEeALHOCTH KODHEH TPAaHCHEACHTHBIX'L YpaBHeHil, phmatommxs
Bonpocs. B nepsoil 3anackE o Teopin TenAOTH! M OTIACTH BO BTOPOi
(Hyprars Ilomrexn. mxoast TeTpaab 19) Ilyaccons npmaaraers
310TH Ccn0co6s Kb phmeniio mpocrhiimEx®s BOmpOCOB® Teopim Te-
maotel, BB To# me 19-i Tetpagm Iloamrexmmdeckoil mkoas1 momb-
mena 3anmcka Komm 06b MATErpApOBaRiN JMHeHBBIXL ypaBHEHiH
Cb IOCTOAHHBIME KOI®OUIICHTAMH Bb YaCTHBIXD IPOA3BOIHBIXD,
6e3b yCIOBili OTHOCHTEAbHBO Kpa#BAXD TOYeKD THEAa, KOTOpOe pas-
cMaTpuBaerca Bb Bompock. Amaims®b cioga oTROcAmifica, HE Opex-
CTaBifeTh HHAYEr0 CYMECTBEHHO-BaMEHAro, Kpomt ynpomenia m
cumMmMeTpaIHOCTA $0pMyxs. Homm 31Ece gaers cnoco6n phmars BB
o6memb BAgE BOmpoCh!, KOHXB BCE 9acTHwie cayuawm MOEHO GbLIO
phmATL Ge3b 0COGEHHBIXH 3aTPYAHEHId OCHOBHIBAACH Ha Teopemb
Pypse,



3ambramb, YTOo YacTe ©OpPMa WHTErPaJOBD NPORCXOJAMAA OTDH
yuoTpe6aenia Teopemsl Pypre, He MOKeTH 6bITh IpEMERAMA, HOTOMY
YTO 3TH BATErpals! Jhiatored 6e3xoneYHBING AN HeoUpexEIeHAbIME,

Kpomt ynmomamyroixh macatexeii muorie phmaim gacrabie Bo-
ApOCHI U3D PA3IMIABIX'G PH3AIECKHX'B TEOPid, BO €UOCOGHI AMH YIIO-
Tpe6aseMble HEe UPEACTABIAITS OGIMHOCTH.

Onen E3D caMBIXB BaRHBIX'D HSBICKaBId No npeamery, Bach
3aHEMalomeMy, 6blmm cybiansl JIApEXAE OTHOCHTEAHHO CXOAWMOCTH
PANOBD, yOOTPE6AAEMEIXDs B MATEMATHYECKOH GH3AKE.

B® 4-up Tomb EypHaaa Kpeiis onb 10Ka3bIBaeTh CXOAAMOCTH
PANOBB, PacNOJOKEHHBIXH N0 CHHYCAMD H KOCHHYCAMD KDATHBIXD
s, & B 17-Mp TOME TOro Ke KypHAIa, OHB Pa3CMATPHBAETH
CXOJHMOCTh PAZOBD, 3aBHCANIUX'D OTH ABYX'h YTA0Bb. AHAIA3D €ro
uMEeTs Beio JReAaeMyl0 CTPOrocTb, NOTOMY 9To Jmpuxie pascMaTpu-
BAETH CYMMY DAAR, KaKb nperbab CyMMbl HEPBHIXD €ro % YXCHOBD.

Bp macroamemt pascymjeHin A CTapaicd IPEHMyHIECTBEHHO
pasBaTh o6mie c€noco6bl WHTCrPHPOBRHIA AMHEHHBIXD YpaBHEHIH
Ch YaCTHHIMH NPOH3BOAHbIMA, BhH onperbiennoms BEAL; TO ecthb
¢noco6bl, MOCPEACTBOMD KOTOPHIXD MOZKHO YAOBACTBODHTH Pasidd-
HBIMD YCIOBiAMD, MpeLiaracMoIMb BH 3ajadaxb. Pascymienie pas-
abaero Ha b riaBbl: BH DEpBOH A Pas3CMATPHBAN0 PA3AATHBIA
©OpPMYJbl, CHOCOGHBIA BbIPA3UTh IPOH3BOABAYI0 PYHKIII0; BO BTOPOi
NPEAArai0 BXB Kb Pa3imIsbiMb Bonpocams. CHagaia s pascmorpbas
3aady O BbIpa’KeHIH NPOM3BOJLHOK ®YHKIIH OAHOA nepembaHOMH,
nocpeacTsoM® onpeibieHnaro ABOHHOrO WHTErpajia W DOKA3aXb ITO
kpoME Teopemsl Pypre, cymecTByeTh eme 6e3uACICHHOE MHO-
AKeCTBO H0A06GHBIXD el onpexbieHBLIXs HHTErPAIOBE, BhIPAKAI0-
MAXs NPOA3BOIbHYI0 @YHKDi0. IloTOM® A NpPRIOKBAT C€HOCOOB
Ilyaccona, Kb BHIBOAY DPA3IHYHBIXD DPAZOBD, BbIPARAIOIIAXH OPO-
H3BOXbHBIA GYHKIIH, KOTOPbIA YA0BAETBOPAIOTS AAHHHBIMD YCAOBIAMD.
Bek st paan! a sbisexs w35 Teopemsl Pypoe; paxke a pascmorphrs
cnoco6s Jupuxiae Aad J0KA3ATEACTBA CXOAUMOCTH PAAOBD, pacno-
A0KEeHHBIX'h KAKh 10 CHHYCAMB H KOCHHYCAMB KPATHBIXD AYL'B,
TAKDb H 00 GYHKOIAMD ABYX'b YTJAOBB.

—_ v —

Bo Bropo#t riask A wm3iaraio o6mii cnoco6s Homm axs mate-
I'PEpOBaRifA, 63D yCAOBiil OTHOCHTEABHO KPAHHWX'D TOYEKD; MOTOMB
npuaarao 1sa cnoco6a Ilyaccoma wp ypasmenilo pacmpocTpaHemis
TenAOTs! BB NPYyTH, H Kb ypaBHEHiI0 OTH KOTOPAaro OTYACTH 3aBH-
CHTH pacnpocrpanenie Temaoro! Bs mapk. Haxomens phmaro mo-
CpPeACTBOMB 0GOHX'B CHOCOGOBS 33jJady O ABHIKEHIH Kpyrio# ynpyroi
IIACTAHKA Cb ABYMA HEMNOABERHBIMA KPYTOBbIME KOHTypamu. Bmb
HACTOAMEMD PA3CyRJEHIA A NPEHMYIIECTBEHHO CTAPAJiCA PasBHTH
cnoco6bl o6mjie ® moroMy He nomberman macabposanii Jawme, or-
HOCHTENbHO PAJOBL OPEACTABAAKLINXD NPOA3BOILHBIA CYHKIOIA BB
axxancourt kpomE Toro mpm W3a0Kenim mxb HE0GXOXAMO GBLIO GbI
JaTh NOHATie 00> BANANTHYECKAX'D KOODAUHATAX'b, HpeiMerk co-
BEePEHH0 NOCTOPOHHEMD.

Taxs e a ocTaBHAB 6e3b mpEAOKeHid pAxbI, 3aBmCAMie OTH
ABYXH YrA0BB, HOTOMY 4YTO OHH UDPHAATATCA Kb YDaBHEHIAMD
9aCTHBIXH BHOB'D.

Hagbioch, 910 Bacrosmee pa3cymjieHie, DPAHECETH NOAB3Y
NOOUTEAAMD BHICIIATO AHRAH3A, Bh TOMD OTHOMEHIW, YTO 00b H3-
JOKEHHOMD BB HeMb mpeaMmert BechMa Mago mEcano Ha Pycecxoms
A3bIkE.
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PaanMunbia opMyAbl, BLIPAMKAIOWIA NPOUIBOALHLIA hYHKUIN.

1. Pascmorpams cHaYala 333y O HAXOMEJeHim ABOKHOrO

HHTErpaxa, KOTOpblli BHIDaEATD Obl B AAHHBIX'H NPeABIAXH MPOH3-
BOJBHYIO aymENilo fr nepewbunol z. "

Iloxo&EMD, 9T0 NOXBEHTErPaIbHAf SYHKIiA COCTORTH H3b
xeyxs wuommTesel P={(2,2,d) B Q=/{1"; TpeGyerca uaira
BEIH OYHKOiR P, noxh TENB ycioBiews, YT06b! HHTErparh

+o0 b
Q) — f f PQog o
—00 a .
BLIPAIRATH PYHKIO f. '
Osunauems gepess U, mrerparb '

' f Poo.,
—n
- 3T0TDH . RETErpalh DPE NOX0EeHIH BH HEMD # == OO MOEETh
o6paTATbCA HAH BB HyIb, HIA B Ge3KOHEYHOCTh, I B onpezﬂ;—
ZGHHYI0 ®YHKNiO & H ', HAW HAKOHEI's GbITh COBEPMEHHO HEoUpe-
ybremmbivs. IlepBole ABa cIydas He JOCTABAAKTH phmenid npex-
Jomennoli 3aiaud. B Tpersens caysak mETerparh U A0JEeEHH

mawERATE BEAL cBoil ¢b M3MBHeHieMD BEJA ®YHKGIE fZ AAA TOTO,

910661 EETErpaxk V GObixb eif pasewb. Mrakb, ecim Mbl XOTEMB
1



g

ompexbauTe P Tak®h, uTo6BI 0HO Gp1A0 HemswERAeMbIMD AXA BCEX®
BO3MOKHBIX'h NPOH3BOILHBIXG SYHKIiM Q = [z, TO JoOXKHBI GyAeMD
pascmorpErh wersepreni cxywad, TO ecth TOTh, KorAa U, mpm
n = oo phiaerca cosepmenno HeonperbIeHBBIND.

10 nocrbamee 06CTOATEABCTBO €CTh NEpPBOE yCIOBie, KoTopoe
JOXKHA BHIDOXHHTH &YHKOiA P,

Iycrs Gyxers
) ={[xle—)]
B TAKOMB CIyia, 0382924 Yepesh Q& HATErparb
~+z
ft}axdx,
—z
MBI Gyaemsb EMETH
-+n(z—a')
3 U _fq, [z (z —2')] 0 _f¢z =2 [’:’(f_ z’x')] .
: —n{z—2')
Iogcraraes U, »b marerpars (1) sukcro BeXmummb:
-+C0
deaz,
—_—0

MBI MOMEeMb DascMaTpEBaTh V Kaxkb nperbrb, Kb KOTOPOMY CTpe-
MHTCA BbIpaiEeHie

b
f U, oz
no wkpk ysexmseniz n. Ilosomaws n(z— z') =2#; Toraa mmr 6y-

Aems UMETH
¥ = —lim. f # ¢ (w—-%) dz.

3ambrams, uT0 nepembnnad z axa schkxb KOHEUHBIXD 3HAYEHId
pasHOCTH % —& G6yAeTh GE3KOHEUHO, HGO BEIHUWHA # LpPEANO-
aaraercs Takike Gesxomeunoio. Cb Apyroil cTopomsl, mepewbanan =’

— 3 —

m3uknserca orb @ 0 b; cxBroBaTeibHO, ecId Mbl HOXOKHMB, ITO
Z 3aKXI09AeTCA MEELY ¢ ® b, TO Z—@a GyAeTH BeIHYAHOIO LOX0-
RATEIbHOI0 B 22— b orpmnaresbHoio. Otcioga cxbayeTs, 9T0 HATE-
TPEPOBagHie N0 2 HYRHO PACHDPOCTDAHETh OTh 2 == —+ OO J0O
z=——o0., Csepxs TOr0 NOXBHHATErPAJHHAR OYHKOiA YHHITO-
#AeTCA MpH Ge3KOHETHbIX'S SHAYCHIAX'D 2, IPEANOIarad, IT0 ®YHKOiA
fx Be o6pamaerca BB 6e3xonedHOCTh. [l0aTOMY, TAKE KaK'® 414 BCEX'D
KOHEYHBIX'D 3HaYeHiHl 2z mb1 mMbeMs

-

TO MOXeMD HAIHCATH
-—00 —+00
V=— fxffg 0z = fxf%f oz.
Q0 -0

Jdaa Toro, wro6st V Gblio paBHO SYHENIM [z, HeoGXOZHMO
JIOXKHO GBITH

-0
) f%zdz= 1.
—0

910 06CTOATEILCTBO €CTh BTopoe Heo6XoguMoe yCHOBie, aas
TOr0 9To0bl ¥ BHIPaEAI0 ®YHKOiNO fZ.

3aubTHMDb, YTO ecid Z paBHO OAHOMY H3Db npepbioss a wim b,
To BB 3ToMD cXydak V 6yzers pasno moxosmeE coorBEreTByromei
BEAMYHHB! YHKIIH f2, NPEANOIaraa ¢z HEYETHOW PYHKIjielo.

JEiicrerTeasno, ecad mybeMb =@, TO HATEIPHEPOBaHie O 2
HY/KHO PACOPOCTDAHATL OTH 2=0 10 #=-—o00, K OpE z=10
oTp 2=+ 00 Jo 2==0, crbioBareirHo, Bb 060BXD 3THXD CIy-
Yafx’h HyRHO B3ATH TOABKO MOXOBEHY EHTErpaia (4), b crbian-
HOMD IpPEAUOOEEHIH OTHOCHTENbHO ®YHKNiH 92, KoTOpOE AbicTBE-
TEeAbHO BBIIOJHAETCA, eCXH Mbl 3aMETEMD, 9TO

4
¢z =f {zoz.
—z

Bt npejpiiymens JokasaTeincTsE npexbinr a w b Momno cxk-
1*
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aaTh GeSKOHEYHBIMH, TO-eCTh, B3ATH @ == — 00 H b == - 0o} Tor1a
S0pMyIa

—+00 400
G) fr = f f ¢ [a(@— 2] f' 02/ 0a

—Q0 Q0
6yleTh CUpaBejiuBa AaA BCEXD BEAHYHHD % OTH % ==-— 0O a0
= -4 00, ’

2. Popumyisl, OpOECTeKAOMiA W3B UPEIBIAYIIATO AOKA3R-
TEIbCTBA, MOTYTH ObITH BechMa pasidgnbl. Pasrauie uxs mpomcxo-
RMTH OTH BHIOOpA ®YHKNiE {2, KoTOpas, KpoME ABYXH Ee0GXOAH-
MBIXh YCIOBifl, HUKAKHMH IDYTHMB YCIOBiAMB MOEETH He yIOBIe-
TBOPATH. '

OrHocHTENHHO UEPBATO yYCAOBif, TO-€CTh, TOTO, 1O KOTOPOMY
HHTErPaXD

ﬁxdx =9 (m)

opE n#=oco pbiaerca cymecrBeHHo HeonpeibieHHBIND, MOKHO
3aMETHTb, 9TO MBI €My YAOBICTBODHMB, BLIGPaBD BMECTO §2 KaKyio
YrOAHO DEpiogMYECKyl0 ®YHKNil0 %, KOTOpas YIOBIETBOpASa G6bl
YDaBHeHil0 :

(6) ¢ +g(—2)=0

AaA Kakoro yroano z. Cb Apyroi cropoms!, HETH He0GX0AUMOCTH,

910651 NepeMEHEaA 2 BXOARIA BB SYHENLO QX UOLH SHAKAME CHEY-

COBB H KocEHYCOBB. JIBlicTBETEAbHO, @CH MBI Kb yCIOBif0 (6) mpH-
GaBENB Apyroe, HanpamBps cxbayromee

(6,) el +a)+o(l—2x)=0

KOTOpOe TaKh Z&e Kakh H ycXoBie (6) BbINOXHANOCH GbI 1A KAKAXD
yroaeo xBACTBETEIbHBIX'D BHAYEHIH %, TO Mbl HOXySHMH HEKOTOPYIO
OpOH3BOABHYI0 ®YHKOIK ¢ BB mpeibiaxs ote =0 jo z =1,
SHaYeHiA e 3TOd GYHKNiA OTh =2 J0 =00 ®H OTb £=0 J0
Z = -— 00 BbIBOAATCA, BcYEACTBie NpeABIAyMIEXD YCIOBif, mO

— 5 —

m3pkeTHRING 3BaveniaMs ed jaEABIMD OTh £ =0 g0 z=1[. Ilpn
3TOM'b, 0YEBHJHO, BEIMTHHA (0o) rbaaeTcA CyMECTBeHHO HEONpe-
Abxernor0. _

OTHOCHTEILEO BTOPOTO YCIOBif, MO KOTOPOMY HHTEIDATb

“+00
J‘i’fdz =1,
P
—

3aMETEMS, 9TO €CIH MbI HAlIeMh TAKYI0 TYHKHIO 92, IPR KOTOPOH
IpeAbllymii EATErpats 00pamaerca Bb HEKOTOPYI0 onperbieHHyI0
BexgupHy N, To xerxo BuyETh, 9TO ©YHKNiA @2, YAOBICTBOPAOMAA

IpeAbIAyIeMy Bompocy, 6yn,err, L. -@z. Cb Apyro#f CTOPOHBI, MBI
mkems

—“+<0 co ! a 3 41
f?—zaz=2f?—zaz=2{fﬁi’faz+f3’faz+fiﬁ’faz+fﬁi’faz+....};

& 2 & 2 z F-] . .
—c0 0 0 I 21 3l

03TOMY, eCIH PYHKIiA ¢z yAOBXETBOPAETD YycXosiamb (6) u (6,),
TO MBI HOXYIHMD

21 ] l [
fi‘faz=f‘?_(ﬁ—z)az=_f£udz=_f?_zdz,
z {2 4z 2A—=z

0
@2 ¢ (2l+2) J‘
f Oz —f Yy d 2+ dz,

q,z' _(e@l+2), _ <p(l 2) 9 4
f 0z f 0p = 0 = zf_az

8l 42 8-z
0

Boo6mie, Taks KaKb 0 yeaosiams (6) m (6,) mubems
¢ (20l + 2) = 92,
e[2t+1)l4+2]=—0o(—2)

JXA KaKOro yrojaHo mbiaro @ mOX0EETEIBHATO 9HCAA i, TO HHTC-



Ipadbl
(@i+1)1 (2i-+2)1 t
i 92, __ o
J- 0z J-2l+.e ; Jz 0z = f(2i+2)l—.edz

@i+1)1 0

6yAYTD TAKAMD 06pa30m Haiigensl. ITaks MbI DOJyTEMD
P or = oz —
f o f o f 7

1

'l ok vl
f2l 0 — f4l—.edz+ 4l+zdﬂ vt
0 0

Ecau Mp1 DpejnoiomuMs, 9T0 3HaYEHiA OYHKOIR 92 oTb 2=0
0o 2==1] CyTb NOAORHTEIbHBIA H YTO OTHOMERie %’g np# z =0 npa-
HEMAETH OJHY OUpeAENeHHYI0 KOHEIHYI0 BeIHYHHY, TO IpPeAbIXyIil
pagp Oyjers mmbrh cymmy oupexbiemmyio, mo mpwumEEk yGrisania
ero wxenosb. IloaroMy, AaBb AXA GYHKIIM @2 3HaUeHiA OTH 2=0
X0 #=1 coBepmeHHO IPOH3BOJLHO, HO CBb YCAOBieMb, ITOGHI OHE
6bLIM DOJOKHTEABHBIMA H YT0GbI OTHOMIEHie %’g A z2=0 6blx0
oupexblennoe, Mbpl NOXyIEMD JAA HATErpaia (4) mEroTopyio Takme
oupexbennyro Bergmay N. Tawmws oGpasoms ain oymEnim (=
MBI MOKEMDb BbIGpATh BeIHIAHY 2%T %—x, A 0Ha, 6yAyTH HO1CTABIEHS,
Bb ¢opmyly (5), phmuTh 321a9y 0 HaXoMmjeHid ABOAHOrO WHTe-
rpaia, paBHATO JaHHOH OYHKOIH [7.

3awbTaMs, 910 ycaosie (6,) Momers GbiTh 3amEnsemo Apyrumm
yCIOBiAME 1mOA06GHATO POJA.

Camaa sawbuareibEas W3h ©OPMyXh, KOTODHIA 3aKIIOUAIOTCA
BDb ®opMyxE (5) Kakb yacTable CIydaH, cooTBETCTBYeTD HOXOMReHi0

1 . .
9z = sinz. Ira nocrbiEAf ®YHKOiA yAOBIETBOPAETDH BYMD

. 1 .
BRIMECKASAHABING YCAOBiAMS, B0 — sin (00) ecTh BeJHIHHA CoBEp-

— 7 —

menno neonpexkiennas, H nm‘erpu'b

J’ sm.e

1
pa.nen'b ezmnnn'l; Pynknia ¢z noxyqae'rh BEXHTHHY 5 COSZ HIH Xe

3 e-“\/—l, cxbroBaTesnno, ®opuyis (5) 06paTATCA Bb cXEAyIOMYyI0

—+00 ~+00
(7) fa= 2%: f fc_os a(x— ) fa'ox Oat,
—00 —00
HIH e e
®) fr=o f f eV 50 0 G,
—C0 —00

'Popuyxs! (8) u (7) XAerK0 BbIBOAATCA OAHA B3DH ApYrof, B 00%
m3sEeTHRI MOAh HA3BaHieMD TeopeMy! Pyphe, 0 HMEHH re0MeTpa, EXb
npepsoxupmaro. Pypre Bb KypEark Annales de physique et de
chimie (tome III) npejdoKEIH CBOIO TeOpeMy ®b BHXE JABYXD
SOPHY XD

9) . gr= % f cos ax cos o’ ga’ 02 0,
' 0 0
cC o :
(10) q;x=-%f fsin oz sin a2’ (o 02 da,
o o

H3b KOHXh UepPBad OTHOCHTCA Kb SYHKNOIAMD YeTHBIMD, & BTOpAdA
Kb HEYeTHBIMb,
06% onb zal0TH opuyly (7) Add KAKEXD YrojHO ®YHKIif.
Ji4ficTBATEIEHO, TAKD KAKD MBI EMEeMD '

pr=9(—2) 1 V@) =—4}(—2),

- T0 mrerpam

o ~+00

——f fcosaxcosaxqm:dx da B —f fsmawsmaw o’ 0z da

Q0



—_—8 -

paenbl Byao, Beabacreie aToro g Asyx®s copuyas (9) r (10), Ko-

TOPblA HANHIIEMD BH TAKOMB Bmﬂ;

oo —+L0
(11) ——f fcmucmw?xdxda,
. oo 400
. o 17 (. . [
(12) qn:=?J Jsmowsmm’qn; 0z O,

Mbl GyAeMs nu'ETL
0 —+00
1 reoy 0
qza:+qax=-;f fcqswpcgsax (92" + §) 0%’ 0at
0 = " _
o 40 -
1 . ’ /. :
+— f f 8in oz sin ez’ (g2 + ') 02’ daz.
0 —c :

Ho Takb Rak®h BCAKAA SYHKIIA MOKETS GHITH UPEBEACHE KE
BERY 92—+ &, To nMpexbIAymee ypaBHeHie MOMKETDH GHITH sau'!;ueno
ypaBreriens (7). ;

$Popuyasst (9) m (10) copaBejduBhl B AXA KAKAXD YTOAHO
®YHKIi#, ecIH Mbl HpEAN0N0KHMB, YTO 3HAYEHIA STHX'D OYHRIil
OTb 2 = — 00 J0 # = 0 paBHBI HyXI0.

Vpaenenia (9) ® (10) mam (11) m (12) BriBOgATCA 3B @OD»
Myxsl (7), IPeANOIATAA CHAYAXA fI UETHOW SYHKIjelo, DOTOMT He-
YeTHOW, H PASIATAA 080 (X — &) NOAD BHAKOMTE HHTErpala.

3. Teopeuy Pypre HHOrZ2 MOKHO GHIBACTD nosBpHTH A
9YacTHBIXS BEAOBD JAAHHOR oyEEmiR fr. Bosomews fas npnu'l;pa
fz =¢", n maiizens BeJHIHHY HETErpata

" 4o ¥ ‘
21:X—f fe"cosa(x—x)dw da.

—00 A

HNaTerpupya o'mocn'renﬂ'o %', Mbl 0YEBHAHO 6yuem,nu'h'rs"

& ‘@ sin (N —2) a—+-cos (A'—az) a
1+a?

N
f cosa(x—x)dx
A

__e;asin(l—:c)a+cos(1—x)a
1+o?

" IlpH HETerpEpOBaHim OTHOCHTENHHO o 'HyZ&HO PASIHUATH TPH
caysad: 1) Koraa & 3aKz0IaeTCA Me#Ay mpexbiam A B A; 2) koraa
z 6oxbe Kaxb A, Takb B A; 3) Koria  Menke A K Men'l;e X. Bs
mepsows caydab pasmocts )\——m ecTh OTpENATeAbHaS, &8 N — %
DOJOERTEILHAA; BO BTOPOMDB 06F DPasHOCTR owpnna:reunnm ¥ Ha-
KOHEI'h Bh TpeTheMb 005 n0J0RATEXbHBLA.

IIps EETErpHpoBAHiN MO & MbI Gyaems HMETh EHTErpaibl BHAR

-»~Q0 ~$+00
o Sin pa do cos y.ac da.
?
1-+a? 1+aod’
-—0 00

BO UpH & NOXORATCILHOMD

-—+o0 00
o Sin pa da COS L da —p
= = T ’
1+a? 1+a?
-0 —C0
a OpE . OTPHIATEILHOMD
~4-00 00
asinpade _  (oospada p
1+ ) 1+add =T
__m —QC0

C.l'haosa're.mno, ecx® A < z < N, To Mb1 Gyaemd mwETH
X = 2 ¢+ 4 e €% — e % = 2me”®

nxe mpocro X = e, Bo eropows ciyuak, xoraa z > X' > A, MbI
HOXyYEMB
X = ¢ (— 7 % e —)— é (— 1% > )=0.

B Tpervens ciydal 6yiers Takme X =0.

Ecan me z=0», TO EHTErparh OTHOCHTEIbHO &' GyAeTb cib-
Ayrom,ii
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'y _
fe’" cosa(A—2) =2 sin(W-—2) a—+cos ' —N)a Py
A

1-+o? 1o’

HOPTOMY, YMHOZAR Npeibiyliee ypaBaeHie HA do B HETErpHPYA
OTHOCHTESHO o OTh 0t ==— 0O J0 o == -+ 0O, Mbl OyjeMb mMETH

1
x_?A‘

Ecaxu 65! MbI H0XOKHIE = X, TO NOXyTHIE 661 X =-%—ex.

Taxewn xe o6pasoMt Momn0 noskpaTs Teopemy Pypoe pan
SYBENiE €7, az -+ b B ApyrEX®.

Teopema Pypse paeTh Takme BeINTHHB! HEKOTOPHIX® oupexk-
leHHBIXD HATerpaloph. HanpuwBps, noiomuus Bs oopuyrh

0 O
fm=%f fcosa(m—x’)fx’dx’da
0 0

oyuknilo fr pasaoio ¢, Toraa noxymms
0 oo
_ 1 —
e ”=?J‘ fe ¥ cos & (& — o) 02 Oa,
o 0

Passaras me cosa(z-—2') NOXD SHAKOMD HATErpaia, Mol Gy-
Iems AMETH

oo’ [« ] o0 oo
ne" = f €08 ax 0o f cos az’ €% 0o +fsin ar dazfsin ax’ 6% ox
0 0 0 o
HIM HHAYE
L [o o] o0
o €S o dat in 5
e a:=f o, o sin 6z g
1+ 1ot
0 0
Iycts Teneps GyaeTs
' )
cosazrdan "
1+a2
0

— 11 —
H c¢XE10BATEARHO
[= o]
f asinazde _  Ou
1+a2 ~  da’
0
TOrA2 MBI HoXyumMb cxbAyiomee JHG®ePeBNiaIbHOC YPABHEHIE A¥A
" onpexbaenia u:
e — — e— —3%
p i "¢,

o6mjifft mATErpaxhs KOTOpAro 6yaers

%= Ae” + '7§=‘ e,
rak A 03aYaeTh NOCTOAHHYI0 HDOE3BOILHYI0 BeXHTHHY. ‘ITOGHI.
onpexbamTs 9Ty mocabimiolo, moxaraems z==0; TOrA% GyAeTH

% =—"2i n cxkaosatexsso 4 =0. IIoa'rouy Mb! EMEems

(= o] (= o]
__Ou__(cosaxda acsinaxda__-rie_,
oz ) 1-+o® ) l1—a® = 2 )
0 0

U=

Vpasrenie 310 CUpaBeiIEBO AiA BCEXD NMOJIOERETEIBHBIXD 3Ha-
uenifi #. Ji4 OTPEUATeIbHBIXD e 3HAYEHIl MBI XOMRHBI B3ATH

®opuyIy

© 0
1 ’
e’=?f fe” cos & (z— ') 02 da.
0 —co

H TOTAR COBEPHICHHO LOZ0GHBIME 06pasoMh HaiijeMDb Axa oumpenk-

JeHiZ % TaKoe RHODEpeHINiaibHOE ypaBHEHie

ou
%= ne”,
o6mifi RATErpars KOTOparo ecrb
- ™
u=Ae" "+ 5 e,

BB KOTODOMB TaKxke crbiyers nosomETs A=0. Taxums o6pasons
MBI NIOXYYHMD
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fcoscwda___-g_ z du_fasmaxda T
- 2

1-+of oz~ ) 1-+ad 2

XA OTPHIATEABHBIX'> BEXAYAHD .

- ..Boobme ®3b TeopeMb! Pypre He NOXYICHO HHRAREX'D HOBBIXE
onpexbieHHbIXs HATErPaX0BD, & AaeTH OHA TE WATErpalsl, KOTOPHIE
BBIBEJCHBI JPYIHMHA LY TAMH.

4. Tlocworpays Teueps, GyZeTs A¥ CUPABESIHBO ypaBHeHie
o 400 .
=%f fcosa(w—-x’)fx’dx’da,

ecIH Ml Bw!;c'ro % TNOACTABEMD BEXWTHHY z+yV—1 & TOTOMS
£ —yV—1, Bb ROTOpLIXH 6yAeMb NOXATATH Y BEIHYHHOIO NOXO-
RHTEJLHOIO, Hyc'n, 6yzeTs

X—f(x+y\/rl)+f(m—-y\/:1),

(w+y\/—Tl)—-f(x—y\/—1)
V—1

HO TAKD KAKD Mbl HMEeMB

cosa(x+y\/-;—i_a;’)=lcos“(w_x') (eay_'_e—ay) .-
\/_sm:z(x—x)(eay ),

cosa(z—yV—1—2) =—2-cosa(w—-x') (€Y +e™)

1 . ’ _
—3 ,__lsma(x——w)(e“”-e ),
TO IeTKO HOXYIAM

0 —+0o0

X=—11:-f f(e“”+e‘“”)cosa(w—-w’)fx'dm'da, S
0 —co
o 400 '

=-—11?f f (™% —e¥)sina(z — ) f2' 02 dee.

0 —co

— 13 —

Ho maTErpHpya 0TH & = 0 A0 o =, MsI Gyzews EmErb
" .
f(e“y + ¢ Y cosa(r—)da

Y (™ —e™)cosn(z—2 "Vt (z—2) (€ -+-e—") sin n (x——x’)
(90—90)’+y2

f(e"“” — e“”) sina (a; — ) 0

(x—x') (e¥—e)cosn(z—a)—y (e"y+e"”-'f) sinn (z—2)
@—2y+9
IToaromy Besmummsi X w X' MORHO IPHHEMATH KaKb mpexbant
BhIpameniil '

=1
A (e 4 ™) f o— xﬁ(:li ”x(;:;:;)fx o |
_.(eny )To(jc—a/();gif;(;:;z)fx o’ |
Ly e,
0ps # = oo —w

Taxaus 06pa30Ms MbI UPEBEIR ABOUHEIE HATETPATb! Kb NPOCTEIMD.

Hoaaras BB mpepbiAymEXE eopuyiaxs f¥ =sinkx’, rak k
mERoTopas abilcTBATeILHAH BeARUMHA, W MOACTABAA BMECTO z Be-
IRYREY % —+- 2, MBI sero Hafjlems B

sm ha: €os nz cos hz 0z
Xy = - e—ny)f P

sin hz (e”y & e'"”-") fz smyr:z_(fzghzdz,

-0
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hx e in ks 0 .
’ ___COS ny __ —ny & COS nzsSin re 02
X y=—— (¢ e) —FaF
—o0
hx s in he 9z
Cco8 . ny —ny St ne SIn
+——y (¥ +e )f___y’—l—s” )
—C0
riE wWHTerpaibl HEYETHBIX'B SYHKOiE U0 2 OTh £=—-—00 JO
2= -+ oo cxkians! papEbiME HyXio. Ho sambqas, uro '
2cosmz coshz=  cos(n—+h)z-+cos(n—h)z,
2sin nz coshe=  sin (n+ k) 2+ sin(n — h) 2,
2cosnz sinhz= sin(n—+h)2— sin(n — h) 2,
2 sin nz 8in hs = — o8 (n + k) 2+ cos (n — h) 2,

# YTO BHTErpaibl
-+ —+00
cosowdx_ie_ag xsinawdx___e_ag
B+a? — B B+a2 "
—00 —Q0
H3BECTHEI, MBI NIOXyYaeMb, IO JeTKOMh pHBeAEHid,
X, =sinhz (e +-eM), X' = coshz(e —e ™).
Taxs xars X, 1 X' ,» HE 3aBHCATH OTB %, TO 6yAETH
X,=X g X, =X.

Bexmumnbr, Takumb o6pasoMs moxydemmbia jin X m X', cyTh
TB, KOTOPBIA MBI UOJYYEMb HenocpeicTsenHo, xbiaa
X = sin’ (x +yV—1) +sinh (2 — yvV—1)
= 1 ’
X' sinh (x +yyV—1) —sinh (2 —yy—1)
V—1
Cxtjosaresnno, Bh 3TOMB cXydah ompaBibiBaeTcs Teopema
Pypre. To ®e camoe 6yzeTh, ecim MBI HOXOREMD [Z = cosha’;

HO ecal MelI cpbiaems fr' = TO YBEAUMB, YTO BH yPaB-

142"
HeHim Teopemsl Pypre MomHO mozcTaBETh BMEcro # BexHumHy

— 15 —

% -+yV—1, 51m 5 — yV—1, HO TOABKO B TAKOMD cXyIak, RorAa
y<l1.

B1 caMows xkxk, ecam Mb1, npoESBOjA ABOHHOE HETErPHPOBaRie
A3 TOro, uyTo6hl mosywwrh eimumEsl X H X/, GyieMb CHAYAXA
HETErpEPOBATh O 2, TO, 0YEBHARO, TOXYIAMD

~+00 x, -+ , ,

cosa(z—2)a cos ox’ 0% .
J‘—T(_q?’)— =COS¢$fT|_—x,—,=TEG “cosaw,
—0 -—00
“+0o0 , ~+00 oy

sina (x — ) oz . cos oz’ 0% g e
[T =i [ R = e sina;
—_C0 —Co

H03TOMy MBI GyzeMs mMETH

(=
X= f (20 4 ¢ *0) cos e O,
0

(= o] .
X'= f (€720 — ¢~ 5in e da.
0

Ecan wmb1 Bubcro 6e3konevnocT Bb npeibiaxs npeabIyIuxh
EHTETDPaIoBs HOACTABEMD 7% H Gyaews X B X' pascMaTpHBATH KAKb
upexbas! BbIpamenil

n
X, =f(e‘"°‘(1"‘”) ~+ ¢ *0Y) cos ax da,
0
n
X,= f (e — ¢*0Y) gin ax du
: 0 .

Ope n==oo, Mp! Ai4 BexmumEbs X, H X, moxyumws cxbiyomis
BBIPAMEeHin:
X, =

e Y [gsinne — (1 +y)cosnx] + 1 —+y
-+ (1+y)?

e "W [xsinne — (1 —y)cosnz] +-1—y
224 (1—yp T

-+
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x =" [woosn+ (1 —y)sinnr] —z
n 224+ (1—y)?

e "0 [zcosnz—+ (1 +y)sinnz] —x
22 (1+yy

OTKyZa BEXEMB, uTo IpE ¥ < 1 Bexmqmmsl X w X, 6yxy'r'b Th
CaMbld, KOTODbA HOXydaTCH, eCIH Mbl cxbiaeM®

X= : + :
Tl (z-yV—1) 1+(x—y\/—_——l)”

1
X—_\/_ [1+(a:+y\/—l)’ 1-|—(a:—-—y\/:i)’:|.

Eca me ¥ > 1, 1o Bexmuznst X 1 X', noJyuaembla H3b npe-
JBIAYIMAXD BbIpaEenili, moiarad Bp HEXD % == oo, GyAyTH ‘coBEp-
MmeHHo HeoupexbIeHHbIA.

Taramb 06pa3oms TeopeMa <Pypre BoOGmIE HECUPABEAIHBA,
ecxn BuEcro mepewbHnmoil, oyaxmilo KoTOpo#l OHa H306paKaecTh,
MBI IIOACTABAMD JPYryio nepembanyio, xo'ropau npnnnuam MHAMBIA
sHagenis.

To e sambuanie 10MKHO OTHOCETHCA H Kb APYTUMD SOPMYJIaM'b,
KOTOpbIA 33KII0YAI0TCA Bh yPABHEHIH

-+0C —+00

fr = f f Ylale—o)] 5 0o o,

KaKh 9acTHbIE CIyYam, HO JOKa3aTh BooGmie, 9TO MOAOGHBIA ypaB-
Henid HecupaBeJXABbI, Korja OyAeMD JaBath nepembnnoil # MERMBIA
3HaYeHiA, BechMa TpyAHO, mo mpmunEk TPOR3BOJLHOCTH SYHKIIH [%
H pasHooGpasia oyHknil z.

B. Yro6s1 moxasath mpawkpsb Baxomienia oupertiennbxs HA-
Terpalobh, H306PAKAIAXD AAHAYIO IPOH3BOIBHYI0 SYHKNLO @ (2),
MBI BO3bMEMB ) '

sin 2
T =g - :
b*N Va2 sin? z —+ b3 cos? z

Torza ®» <opuyrh (5) uBero oyEKniE (% MoEHO B3ATH

—_ 17 —

<xbpyomyro

L __ .. . _cosx

3
2N [a3sin? z —+ b3 cos? ]

Pynrnis ¢z npm £ =oo pbiaerca coBepmenno neonpexk-
1

JeHHoI0, MOTYIel0 OPAHATH Bch BosMOEHbBIA 3HAYenia oTs — AN

1
10 o - On apyroit c'ropom.r BETErparb

J‘ [ f sinz dx
_ BN a: v a’sm’w—i—b"cos’

-09eBH1HO nM'I‘.e'n, i;e.mqnny oupexkaennyio u KOHEYHYI0, HGO BeJH- .
9HEBL @, b B N CyTb He HyJH H He GeskomewHocrd. JLaa Toro, 4ro6s
npenmnymlﬁ HHTErpass Ob1rb PABeHS efunnNE, Heo6xozumo cxbaars

00
N= f sin z dz
73 s °
b ) zValsin®z 4+ b3 cosPz
-—O

Taxuws 06pasoms BoIGpaBR&A SYHKOiA (& YAOBIETBODAETH
‘Tpe6yeMbIMB YCIOBiAMB, H DOTOMY JAd BCAKOH NPOR3BOILHOM
<1>ymmm fa: Mb1 HMEeMs

—+00 =400 ’
__ cos o (z— ') f2' oz’ o
a®) fo=gp ;
(a2 sin?a (x — 2’) + b? cos?a (2 — 2))?
—00 —00
#14 WHAYE
—+00 -00

(14) for= 2a§NJJ'cosa(x—x')fxdxdx

(1 —é cos?a (x—2))2

-_—c0 —Co
TAE ¢ 030298€TH BeWIHHY a’a L)

~Popuyasr (13) u (14) mwkiors mbcro By TEXD ®e caysanxm,
81 Kotopuixh umbers mEero m rTeopema Pypre. Irta nocrkrmas
2



BbIBOAATCA H3'b HAXD, NoXarad ¢ = b, nm e = 0. Jad sTAXD Beam-
unEb 3Aadenie N GyzeTh paBHO Bexmanmb a—’;, OTKyA2 BHAMMB, 9TO-
06E @opuyas (14) u (13) o6pamaiores Bb cxbayromyio
-+00 460
1 /e !
fx=§-rf fcosa(x—x)fw’dx oa,

—00 —C0

KOTOpAaA ecTh HAYTO HEOE, Kaxb Teopema Pypse.

6. Onperbiennsie ABofiHbIe HHTErPAIbl, KOTOPbie BHIPAIEAIOTDH
IPOA3BOXbHBIA CYHKIIH, ARITH BEAWIHHBI HXH AAA pekxp 3Havenik
nepemEnHO# He3aBHCEMOH, OTH 3HAYEHIA €4 PABHATO —- OO A0 3HA-
" 9eHia paBHAT0 — 0O, IpeAUOXarasd HX'h XEACTBATEILHBIMA. TakaMb
06pasomd, Bck coOTBETCTBYIONIA BEAMTHEbI CaMOH SYHKIiN IpeAno-
28raloTcA E3BECTHBIME, XOTHA COBEDIICHEO NPOE3BOJbELIMA. JMomy-
CKaeTCA TOIbKO cABAylomee orpandyenie: He06X0AMO, YTO6HI MPO-
H3BOIbHAA SYHKNiA fZ HE 0GPAMANACH Bb GE3KOHETHOCTH, H ITOGHI
Kamiad H3b pasocredl f(x—+¢) —fz, fr—[f(@— ¢) (rak € ecTn
Ge3KoHEYHO MAJas BelniHHa) Gblia GE3KOHEIHO MAJOI0 AXA pEY:: 003
pexmuREbI . Ilocakinee HeoGX0OAMMO AN TOTO, 9T06H! onpelbiennbie
paTerpaisl AMEIA CMBICKD.

Bw Bompocaxs, rxb npEXOAHTCA OUpeAbIATH NPOHBBOABHLIR
PYHKOim, BecbMa 9JacTO CIyYaercd, 9TO UPOH3BONHHAA SYHKHIA
Jaerca ToIbko BB onperkiemnsixs npexbiaxb nepembnnod Besasd-
CcHMoii; OCTAJbHBIA e 3HAUEHiA BHIBOAATCA B3H JARHBIXD BEIHIHHD-
oyaknin. B aToMs caysab Bbime pascMorTpEHBBIE HATErPAXbI JACTO:
MOKHO GbIBaeTh Ipeo6pasoBaTh TaKh, 9T0 Bh 2OPMyly, n306pa-
AAIOMYI0 NPOR3BOILHYIO PYHKMi0, BOHLYTDH TOALKO n3plcrania Be-
JnuResl aTod mocxbameii.

Ilycrs GyAers AaHA SYHKOiB 2, NPOB3BOXbHAA MEXKAY upenb-
aamE =0 B z=1, Tpe6yerca HaliTH ®OPMYIy, BbIPAEAIOIYI>-
3Ty OYHENil0 B YUOMABYTHIXH Dpexbiaxs nepembERO# HesaBH-
cimof, ecxr mukents ycaosie, mo koropomy f() u £(0) pasE! Hy XIO.

Kagosa 651 HE GblIa ©YBENiA fZ, Mbl EMbeMB

— 19 —

-+00 400
1 / 4
fw=§; f fcosaz(x — ') fx' 0% 0ax
—o0 —oo
mam, cAE2aBb 2’ =2 -+ 2, depesn ATO npeabasi oTHOCHTENBHO 2
6yAYTh TAKEe — 0O H -+ ©O, B HHTErPHPYA N0 « OTh « =0 A0
o == 00, Ml GyieMp HMETH

o0 400

fx=—71; f fcosazf(a:—i—z)dzda.

0

Taks kak® f(I)==0 u f(0) =0, To MbI EMEews ABa ycioin

©C +00

(15) | f cos az f(l+2) 0z da =0, .

0 —
oo —+00

(16) f fcosazfzdzda:O.
0 —oo

Yca08ia aTH MOIyTH GBbIT DPEACTABACHB B crbyiomens BAAE:

f f 008 az[f (I -+ &) + f(| — &) dzda = 0,
47

0
[ fomsaslfe-rfi—sosoa=o.
0 0

STEMD YCIOBiAMD MBI YIOBACTBODEMD, €CAH LOAOKAMB
f@+2)+fl—2)=0,
17) f@—+f(l—2=0;

YpaBHeHiA, KOTOPbIA AOJMKHBI GHITH BHIIOAHEHBI OPH BCAKOMD 3HA-

vegi# ZBECTBATEILHOMD H LOXOEHTEALHOMD nepembanmol 2.
Hoxoxums Tenepsb
[+ o] -—00
—hz 0z — hz
€ Yfeoe=p, |e¥fziz=q,
0 0
2#
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rat h osmagsaerv pbficTBETEIBHYI0 H TOI0KHTERHYIO BEJHIHHY,
XM JKe MHEMYI0, Y KoTopo#d xbiicTBETEAbHAA YACTH €CThH IOIOIEH-
TerbHAd. ,

Yyuomuns ypasnenia (17) sa ¢ "0z u 6ypeMb HBTErPEPOBATH
#XD 0Th 2 =0 A0 2= oo. Torxa, 0YeBHlH0, NOIYyIEMD

(v o] (o]
f e £+ 2) 0z (€ fl—2) 0z =0,
0 0

o (=]
f Hfeos [ f—gor=0.
0 0
Ho mb1 avbens
o [
f e (4 2) 0z =M (p ——fe“"’ fz dz) .
0 0

o 1
fe_"’ fl—2)ds=—eM (q -—fe"’ fz dz) ,
0 0
o o
fe""fzdz:p, fe""’f(— 2)0z = —q.
0 A 0
TToaToMy mpexbIAYILis ABA yCA0BiA o6pamatorca BB Cxbaylomia:
, 1 l
peht — ge M =M fe“"’ fz0z— e""fe"z fz 0z,
0

(18) .

p—g=0.

W3b pmocabAHEXD JBYXs ypaBHeHi# moxydaems cxbayiomins se-

JHYREB] A4 P H q:

: .
et z!.e""’f.e:dz’; — e h [kt fz 9z
(19) p=q= P .

—_— 91 —

Ilycts Gyae1d Temeph ¢ HOJOKATCABHAN GE3KOHEYHO MAIAs
BeIHYHHA H o Kaxoe Xa6o yhicTBATEIbHOE KOXAIECTBO; HOAOREMB
NPETOMD

l 1

6 f e 205 — M (M fzis=A(R),
0 0

M — M =p.(h);
TOTAa, €CIH Bb BHIDAKEHiH p MOIOEEMD h=¢-+aV—1 & BB
BHIDATKEHIH ¢ IOXOMEND b = ¢ — o V—1, TO PasHOCTH

oo —0
p—gq =fe-—(o+u\/-—_l) fz0z _fe(s—u v=1)¢ fe 0z
0 : 0
b IPHGMKeHieMD ¢ Kb Hylio GyAeTH CTPEMETHCA Kb mpexbay

—+00
J e—*sV=1 fz0g.
—00
Taxkaus 06pasoMb, €O06pAKAACH € NPEABIIYIIAMH IOJ0OKE-
HismA, Mb1 Gyzems AMETH

T i V=D Me— VD)
_i: fods = npa. {y-(e+a\/-71) y-(e—a\/:_l)}
HIE, TAKL Kakb A(— h)=—A(h) 0 p(—h)=—p(h), mBave

6yaers

m_u\/:‘ . Mea-aV=1) A—e+aV—1)|
fe fz 02 = upex. {p(e+aV:T) p.(—e+d.\/—Tl)}

-_—0 -

Orryaa MomBo BHXBTH, 9TO Aaf BCEX'h BEJHIHHD «, IPH KOTO-
poixs r(xV—1) He ecTs HyIb, NPeAbIAYMiHd BHTErparh YHHITO-
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maerca. Ilycrs 6yaers $ oawas m3b Kopmeil ypasaenia

p(Bv—1)=0
HIH, 9TO BCe paBHO, cxbayiomaro
‘ sinfPl =0;

TOTA3, MOJOMHBD o = 4o, rIE « Ge3KOHEYHO Masas MOIOMKH-
TeIbHAA WIN OTPHIATENGHAA BEXHYHHA, MBI Gyiems mMETh

ABY—T4o V—1e)=2(BV—1),
pBYV—T+a V1o =(adV—1 *e)p (BV—1).

OTciofa 3aKX098€MD, 9T0 RETETPAND

00

fe—“ V=1 fzoz

—00
ambers crbayiomyo sexmauny:

o0

—aeVTl _ AMBY—1) 2
Je fo 0o =mer. V=) T

——00

Yeépest (2 & MBI 03HAIAEMD NPOH3BOAHYIO %

Tepewkaan ssake y V—1 ® sawbaas, w0 A(k) 0 p(h) cyTs
®YHKHIA BeYETHHIA, MbI NOIYIAMD

—+C0

asV—1 — —AMBV—1) 2
J e f2 0z = upea. V=) % i

—00
IloaTomy muTErpars
~+00

fcos a(@e—2)fa o,

— Q0

coxepmamliiica B Teopens Pypbe, HOEETH GbITh OPEACTABIEHS B
. cxbaylomens sagk:

-+00 -+
fcos (@ —2)fz 05 = —-12— greV=1 fe_““”‘/—l fo oz’
— 00 —0

-0
4+ _%_e—u\/:l J‘eu'\/:-_l fx 0o

= }2— ( V=1 —-e‘“‘/-:l) qu"““/:l fzoz
—_ A(BV—1 2:
=VY—1 sinfz ’EB\/ 3 - rnns ¥

Ho MBI Zerko noXyyaM'b
1

1
ABV-1)=2V-1 (— cos Bl |“sin Bz fz0z-+sin Bl fcos Bzfz dz) )
0

0

®IA, TAKD KaKb sinfl =0,
;

ABYV=1)=—2Y—1 cos il fsin B2z 02;
' 0
TOUHO TAK :Ke

& (BY—1) = 2lcos i,
<rER0BaTe RO, YMEOEAA HHTErPAXD
“+oo
J cose(x — &) fr' 0%
~—C0

Ha Oct, Mbl NOXYIHMD

2z da

fcos a(@—2)fr' 02’ do = sm B fsm B2fz00 5—5 s

%60, npt o = P -+, GyAers da = de’. Tak® KAKDH BpeGIyil
SHTErPaXb ecTh Hylb, eCIH o HE eCTh Ge3KOHETHO MaX0e KOXHIecTBo,
70 RETErpapya 0o « HocxbiHee ypaBHeHie, HYEHO PACHPOCTDAHETH
@HTErParh OTHOCATEILHO o Ha BCE GeaKoHeYHO MAXb1A BEAWHHDI
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DOJOKATEIbHBIA H OTPHUATEABHbIA, H B3ATH CYMMY Pe3YABTATOBD,
Pacopocrpanennylo Ba Bck kopmH ypasaenis sin 8/ = 0

Ilycrs Gyaers mEroTOpas NOXOEHTEIBEAA BEAHUBHS 7 W OTDH~
LaTeIbHAA — n, TaKid, 970661 B—+-m b0 mente ' n f—n
Goxte (B, osuauan vepess B m B, aBa Kopa ypasmenix sinBl= 0,
MeHKAY KOTOPBIMH .COACPAKRTCA OABED TOIBKO KOpPeHb .

I/In'rerpnponauie 00 o MbI PACOPOCTPAHEMS Ha Bch GesKoHeuno
MaXbld BeIHYEHB! o, eCIH GyAeMB RHTETPBPOBATH OTD @ =—n
20 @ = -+m. Ho nn'rerpa.rb -

. 2e do/
el
—n
mvkers cabayomyo Beanunny
m i
2¢ da’ m

n
Zn o

cxbjosaTeasno 85 npexbak pasens 2. Utaxs 6yaeTs

+oo -0 ' 1
o f fcosaz(x—-x)fx o2’ daz_l\ sin Bz ‘smf}zfzdz

34AKD CYMMBI AOIHHO PACUPOCTPAHETL Ha Beh KOpHH ypasnems
sin 3 = 0. Ho, coexsnas YJeHbl, OTHOCAIIjeCA Kb KOPHAMB B B

in
— B, = sambyas, uyro B_T, rxb ¢ uwkaoe nozoxuTeaLHOE YHCHO,
b1 Gyaems awkTh '

1=00 4
(20) fr= ——?— Z sin # fsin ? fx 0.
=0 0

M5 npr6asuin kb pagy (20) 9aews, oTHOCAMINCA KD GBAYCHi0-
4= 0, #60 5TOTH WeHL ecTb Hyab. Ecam 6b1 aT0TH wiens He yHE-
9T0AAACH, TO CA510Ba20 GBI B ©OPMYXE (20) B3ATH TOXLKO HOJOBRAY
ero, DOTOMy 9YTO BB 3TOMD cXydat maTerpmposamie no o« -xora =
PacUPOCTDAHAETCA OTh & == — 1 A0 & ==, HO 3TOMY 9aeHy HETD
APYroro paBHAr0, KaKb I3 APYIBXD LICHOB. - :

— 95 —

Taxemb 06pasomd pars (20) MOEHO Pa3CcMATPHBATH, KAKH Lpe-
o6pasosangnylo Teopemy Pypbe.

Hpeasuywiii anainss sambuarexems Thus, uro HETH HAL06-
HOCTH JOKA3b1BATh JEHCTBHTENbHOCTD KOPHEe# ypasuenia sin (3 =0,
BXH APyroro, Kb KOTOPOMY OHBb MOETH ODPHBECTH, I DPHTOMD 3TOTH
aHaJE3b ybiaeTh 0YEBHAHBIMG, YTO HOPMYJbl, HOZOGHLIA YPaBHEHiO
(20), afdcTBRTENBHO BBIPAKAIOTH HPOH3BOABHYIO ®YHKNII f2. Bexba-

CIBi€¢ UPEAbIAYIIATO ‘aHaimsa Mbl BMEcTO 8 poxmmbl 6paTh OZHH

xbiicTeATe bABIE KODHH ypasrenia sin /=0, motomy uyro npm
HHTErPHPOBAHIA OTHOCHTE4bHO o 3Ta nocXbpHAs NepembHHas npH-
HEM&eTh PALbL IhHCTBHTEABHBIXD BEIHYHHD OTh &= — 0O A0
a = - OQ,

$Popuyia (20) ectb DepBad H3H POPMYAD, BbIPAKAOMAXD
APON3BOALHBIA DYHKNIA, KOTOpaa O6wlia AOKa3aHa npeaae BCEXD
Apyraxs Jarpammems.

IlosuarMomy 3w ypasmemiil (17) cxbayers, 9ro BMECTO ¢yBK-
Nif f& MBI MOKeMDh BbLIGEDATb TOJBKO HEYETHLIA GYHKIIH Hepe-
mBEROE Z, TOrAa Kakb Wb OKA3ATEALCTBA Jlarpamia m APyrExb
c.rI;nye'rL, 910 fr MOEETD OBITh KAKOI0 _yroxao oynkoieo. k-
CTBETEIbHO, €CIH Mbl GyieMb PA3CMATPEBATHL 3HAUEHIA SYHKUIH [,
OTh £ ==—00 A0 & = —~ 00, TO A0JEHO 6bITH

f(x) = f("_x)s

H0 Mem)y npexbiamm £ =0 @ x=1[ 3Ta SYHKNiA COBEPIICHHO
IPOR3BOALHA, W, OYEBHJHO, MOKHO. UPEAYMATh Ge3YHCACHHOE MHO-
XKeCTBO OPEPLIBHBIXD HEYETHHIX'H PYHKMIH, KOTOPHIA Bb yONOMAHY-
THIXD Opexbiax®s COBUALYTH Ch JAHHOK KAKOKW-IHG0 ®YHKIieo.

Ilpeapiaymiii aBaiAsD HAMD KaeTCH TAKD BAKHHIND, 9TO CId-
TaeMdb HE JMMHAMD UpHBeCTH emie BEckoabko npumEpoB® Ha E3ME-
HeHie TeopeMbl Pypse. .

Iloxomumb, d9ro TpebyerTcs HAlTA ©OPMYAY, BBIPAKAIMYIO
HPOU3BOJbHYI0 ®YHKNi0, BOXD TEME ycaoBiemsb, IT06b1 NPOB3BOHAA
nepBaro NOpAAKa aTOH PYHKNIM yRAYTOXKaach JuA =0 1 r=1.

HN3p Teopempr Pypre :
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-+00 00

1 [ [ ’
= — cosa(z— x)fr 0% da

2

’iofo _foo

cxbayers

iz +oo —+00
— 2 =i ffasxna(w—-x)fwdxda

—C0 =—CC

Ilo npeapizymemy, sambaaa & depess % -2 H B3ABD HHTE-
rpaisl oTh a=0, ¢ =0, J0 a = 00, # == 0o, Ml GyieMD ENETH

dfz —ffasmaz[f(w+z)—f(w—z)] 0200
T afs
AK'D KaKD iz yHR9TORaeTea 1A £=0 1 £ =1, TO Mbl TOYHO
TAKD /e KaKbh W UpeEAe BLIBOJHMD cXxbayiomis ABa ycxosis Axs

OYHRIIR f2:
a1) fl+28—fl—2)=0,
f@— f(—2=0.
Coxpanaa o3Havemia npeibiAymaro uopumEpa, Mbl DOIYIHMD
Aaa onpexbienia p m g crbayomia ypasHenin:

p+q=0
, 1
pet -ge M = e"‘f e fa0z e M fe"’ [0z,
0 0
OTKyM i 4
eM [ &% 20z + e—M [ o foz
0 0

LYY

p=—-q=

IlogcTaBasa no mpexbiiymemy Bb BbipamEenie p BumEcro kb Be-
IR9EBY e—+aV—1, a BB Bolpamenie g BuEcTo A KoamgecTso
¢ —a V—1, ¥ DOX0REBH

I 1
A(R) = e f & f20s 4 M f & fa0s,
0 0

p )= — e,

— 27 —

Mb1 Oyjemsd umbrs

—+0

— gV =1 _ A(@V—T1+¢) l(a\/:I—e)}
fe ! lfydy—npen.{y.(a\/:—i+e\ plaV—1—¢) ’

6o
AR)=A(—h), pG)=—p(—Dh).

IlepemEnaa ssaks mpa BexmIEHE V— 1, Mb! TOIyIHMD

~+00

ayV—1 — '7\(——1\/-—_1+a)_7\(—1\/_—-_1—e) .
fe Y fy0y = upex. {y.(——oc V—1-2¢) p(—= V:T—a)}

—00
Otryza BEAuMD, 9TO HpeAblAymlie HHTErpPalbl 06PalUATCA BB
Hyab, 6CI¥ 0. He €CTh OAHE'h U3 KODHell ypaBHEHiA
w(@V=T)
2V—1

7] .
BRI HHAYe, €CIH o HE PaBHO —-, rak ¢ wbroe noXoEATEABHOE HAH

=sginal =0,

OTpENATeILHOE JHCIO.
IIycrs GyzeTs
i‘m '
o = —l— -+ ]

rib o Gesxomeuno mazas sexpamua. Torza samkuad, 9ro

+°°_, N _ A(aV=1) 2
—Le Y fydy = p.’(a\[:-—l) PR L
S = e

@ 9T0 HHTErpalD

—+00
f cosa (s — 2)f7 0z’
O
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NPRHAMAETD BEAH

—+c0 —+co

fcos a(@—2) fr 0x’ = %ew‘/‘—‘ f e~ V=1 ! o
e —c0
A —axv=I (a2’ V=L ) g AfaV—1 2
+ e .[e f@ 0% = cos ax o (a V_)npn o
—c0
Mbl EMEeMd
00 —4-00 T
. A V—1
f fcosa(x—x’)ﬁa’dx’aa= or Y cos 2 _(’-—_)
. il l I(EV__])

3HaKp CyMMbI J0XEeHh GbITh pacHpocTpateHs Ha Beh 3Hadenin
whaaro wncia ¢. Ho Tak® Kaxs '
l

’
2z (1;_‘ \/:_1) =2 [cos i fcos? f20% + sin i (Sin?-;fﬁwx:l
o 0

l

= 2co84m ‘ cos ’-T;E fwoz,
0

Ty (312 \/-_—_1) = 2l costm,

TO, OTABAAA uaeHD OpejbIAymedl cymMbl, cooTsbTCTBYIOm M gHCay
i=0, B coepnHAsA YieHbl, COOTBETCTRYIOMmMie 3HAECHIAMD ¢ H — 1,
Mbl OXOHYATeJbHO AMEBeMD

l i=co 1
L 1 7 2 & imx (" inx
(22) fo=— ' fwox 4+ — }_'cos—l— (‘ €08 —— fa:dx) .
0 i=1 0

OTa ®opMyda copaBejimsa H Aas npepbiosh =0 n =/,
260 OTHOCHTEIBHO fZ HETH HEKAKOrO ycaosif, KoTopoe 6bl JOXZHA
6bl1a OHA BBHIIOXHATHL AAA 3THXH npeabaoss, a yciopid (21) orHo-

CATCA Kb OYHK 'nfi’—fE
YHKIOH — .

— 929 —

PascmotTpEM® TEmeph, KAKOro Buaa GyAeTh H3mbAeHHAA TeopeMa
dypre, eCIF OTHOCATENLHO HPOM3BOIBHOA ®YHKIIR GyAyTh crb-
Xylomis ycxosin:

‘;fx+ﬁfx_0 s o=l
(23)

dfz _

i Bfa;_o A T l

Ouesnzao, Mbl EMEews 214 KaKoro yroaso z mo Teopemk Pypre

iidf_ =—}OI:sa(x—x)

o0 400

dfr —Bfr= ffcosaz(a;—x)[d—fﬁ—ﬁfx]dxda

TloX0XHMB 10 NPeARIAYMENY & = & —+ 2, TOTAa TIOXYIAMD

fo:—;lr— fjf::sazz[‘”(%f)—+ﬁ f(a;+z)jl0zdaz,
0 —co

+fo]dwda

dfx —Bfr=— ffcosaz[df(x+z) Bf(a;+z)}dzdaz

n09TOMy yCJoBia (23) MoryTh GhITh HAMHCAHB! B CXELyomems BRAE:

fdaz fcos oz [df (2;_’2) + Bfl+2)— df(zz_ 2)
0 0

+ pf(l-——z)] 0z =0,

oo oo

fdazfcosaz[L(—dzL@—B'f(—l+z)—ﬂ_ﬁi—Ti)
° 0o

éﬂ'f(—l—z)]dz= 0.
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ITAND yc.IOBlHII'b MbI ymn.le'rnopaeu'b HBOXORABD AEA BCAKAro
BOJXORHETGABHATO 2 ’

(24)1 df(fi;i-z) df(l 2, +Bf(+2)+Bfl—2)=0,
df (—l+2 —it==
l_ f(— dz+) df ( l ) +B f(—l+)+ B f(~1—9)=0.

Ynmomaﬂ nepsoe W3 3THX: ypasHeHil Ha ¢ ™ 0z, rak h osma-

Y4eTh RIA NOXOKHTEAbHYI0 AEHCTBRTEILHYI0 BeAHIHEY, HAW MHHMYIO,
y Koropoil phifcremTeibBas 9acTh eCTh HOXOEHTEIbHAA, H 3aMB-

9af, ITO
o

—n df (@ ~
fe h —f(dzﬂaz=—ﬂ+hfe—hzf(z+z)oz
0 0

1
= fl + he™ (p —fe“"’ fzdz) ,
)

[=o]

fr"’df(’ ”)o_—-fz-.-hf b £l — 2) 0z
0

- fl— he""’( fl e"‘fzdz),
0

joe'""."f(l+z)dz — M (p—ofe "’fzdz),
f;—'“ fl— )5 =— M (q — ‘Ze"z fzdz) ,
s 0

Mbl U3b NEPBAro ypasHemia (24) 6yzems umETh
: I

ph+PB)e +qh — Be ™ = (h+ By et fe""“ fe0z
0

1
+(h—B)e™™ | ¢ faoz.
!
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Takp XKaks Bropoe ypaBHemie (24) BLIBOANTCA NSD NEPBArD
nepewbusa [ ma —/ u § va — ', To Axa onpeybienia p n ¢ Mb
noayuaems cxbiyomis zBa ypasHeHin:
p(h+B)et+-gh—B)e ™

1 1
= (h+p) ™ fe“’“ f20z 4+ (h — B)e™™ ( ehs 20z,
0 o
(h—B)e M +qh+B)eM
—1 —
=h—p)e ™ f ¢ fo0z + (h+B) ’ ¥ fp0z.
0 0

(25)

Osmavas jif COKpamenisa
]
AB) = (h+B) (b +B) & f ¢ fade
o ,
—1 -+
— (h— B h—B)e™™ (6 fade+- (h+ B) s — B) [ ¥ feoz,
0 e
p®=0+B) BN — B —BRr—B)e™,
#3'b ypaBHeniil (25) Mb! noxyunMb
=), A= h)
P=em 1T eEw
Tloaaras TOYHO TaKD e, KAKD H B'b UDEABIAYIAXS NPAMEPAX,
h=¢+aV—1 BB BHIpATEHiH p B h=—aV—1-+c Bb BHIpAKEHiK g,
pasymEa NOAB € Ge3KOAEUHO MaIyio BeIHIHHY, MBI Oyiemb mMbTo

-4+00

= '1(a\/-—1+s) 1(«\/—1—5)}

e—%V=1 frgz =n e)x.{ el A
_l; f P plaV—1-1¢) y,(ac\/— 1—¢)

Iloaromy mocxbamiii meTerpa¥h o6pamaercd Bh HYdb BCAKiH

Pashb, KOrAa o He eCTh KOpeHb YpapHeHis

7 (az\/:i) =0,
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AIR, 9TO OXHO H TO e, cxEayomaro
126) (B + B) cos 2o + (BB’ — o) sin 221 = 0.

Ilyers Gyzers & Kopenp ypasHemid (26). Torza, TOYHO TakD Ke
KaKk'p 1 Npemie, Mbl NOLYIAMD '

'qu—az\/'——l fo0z = 7:20://:_3 eL. = 25(1’2’
Jﬁew/_j fedz = 2 e w\/\/—)) mpex. :-:2—!2—50(.

abiaa o = & —+ o, n 3amkuas, w0 p'(h) = -+ p’(— R).
Ho naTerpaas teopemsr Pypoe
=00
( cosa(z— &) fr ox’
~eo0

6yaers avbTe cxbayromiii suas:

—+00 —+C0
’ cosa(z—a)fr 0x’ = %ew‘/—l f e—*V=1 fage
-;oo —0Q0
-+00
LY PP
+ e f fz0z
—00
V=1 A (GV—D)4-e~V=1 \(—a3y—1) 2
o 2p/ (@V—1) d4-a?
Toaromy, ymHOMas HA Jx W 3awbuan, 9T0 do== d, MEI HO-
Iy9AMh, RETECPAPYA N0 & OTh & == — 0O J0 & == 00,
—+00 —+C0
@7) 5 f dex f cos (s — ) fx' 02’
SR eV @V=T) eV T 3\ (—a VD).
. 2u’ (BV—1)
W==-00
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3HaKD cyMMBI JOXKEeHB GBITH pacnpocTpaneds Ha Beh abiicrsn-
TedbHble KOpHA ypaBHenia (26). Ho mbr ambens

A(@V ) [(B' — ?) cos 26! — (3+P') @ sin 26/] f e—0V=1 f29,

—[BB +&*+(B—F) @ V] f e'TW—_l f202,

i (@ V=1)=2 (B+B+2IBB'—20a% cos 20l — 46 (1-+-B-+B) sin 2l

B npegeixymed seanansk A(®V—1) coxpamenst HEXoTo-
pele wiennl BB cxbicTie yparaenia (26).
Toqno Taks me, 3aMbaAs MHUMBIA NOKA3ATEALHbIA SYAKIIR CHHY-
CaMA ¥ KoCHAycaMm BH cyMmb
— 1 82V (5 V1) o L g~z V=1 aV_—1
83 =5 V1 (@ V—1) + e V1A (— o V1)

Mbl 6yAeMt AMEBTEH
+i

=1

S = %[(pp’ — &% cos 26— (B -+ B) @ sin 23— B8 — ] [ cos @afede
-+l

+(B— B’) G)fsin c‘bzfzdz} COS&%
{[(33 — @ cos 2@] — (B + B') @ sin 287 + B’ + w’]fsm ®zfede
"

+(B—p)@| cos wazdz} sinGe,

IlozcTaBiaa 3Ty BexmumHy cymmbl S;; BB ypaBuemie (27),

CoefuHAA 9JeHbl, OTHOCAIIiECHA Kb KODHAMD & M — @ ypaBHeHid
(26), MBI HOXyTHMD
@=00 p
— ® .
(28) fz _E (B+p—-2pp' 1—2l5%) cos 261 —265 (1+-1p—+-1F) sin 261
o=0

3HaKB CyMMbl JoXReHh ObITh pacnpocrpadent Ba Bch pbii-
3
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CTBATEIBHBIE W NOXOEHTEIbHblE KODHE ypasmemia (26). Yrens,
coorsbTerBylOmii KOpHIO & == 0, €CTh HYJb.
Popmyaa(28)BbIpamaeTs IPOA3BOILHYI0 SYHKOLIO MEFKLY npeak-
xamu [ u —1. Jl1a caMpixh npextIoBD OHA BHIIOIHAETD yCI0BiA (23).
Mn y®e ymoumuhaim, 4To HpeAbIAyIIid aHaiE3h HE BBOABTD
HEOoOXOAHMOCTH JOKa3bIBATh ahiicTBATE PHOCTE KopHe#l ypaBmenil
TPAHCIEACHTHBIXD, OTb KOTOPHIX> 3aBHCHTH BONPOCH, IT0 HEOGXO0-
AEMO AOKA3aTh NpE APYrax® cmocobaxs. Hecmorps Ha TPyAHOCTH
NoA00HAT0 AOKA3ATEIHCTBA JAXe BH CAMBIXD HPOCTHHIAXD CXy-
9aaxh, B BEDOATHYI0 HEBO3MOKBOCTh Bb ciydal obmemb, HYRHO
3amkTHETE, 9T0 KpoME TOro yIOMAHYTHIE CHOCOOBI He JAI0TD CPEACTBI.
HaéiTH npeapiymia ®opmyxst npamo. IlocpeacTBoM® 3THXB cro-
c060Bb HyKHO WATA OTH ypaBHenill Cb YaCTHBIMH IPOH3BOAHBIMA,
HHTErpaibl KOTOPbIX> JONEHBl BBINOXHATL H3BECTHBIA ycJoBid,
BHIBORMMEIA H3B CO06paReHiif ®U3AYECKMXD H MEXaHWYECKHXH, H
CHPaBEJINBOCTh HOPMYTD, BBIPARAOMUXD TPOA3BOJILHEIA DYHRIN,
OCHOBHIBAETCA MMEHHO HA BBPHOCTH ?TOrO BHIBOAA, HO TaKoW MyTh
ecTh MyTh coBepuienno o6parabii. OFB Moxerh 6b1Th npaMERIMB
Kb pasiMYEBIMT CAy9aAMb, BerphyawouwmMea BB MATeMATHIECKOR
ou3nKE, HO He MOEeTh ObITh yNOTpeGIeHs Bh TOMB cAydak, Koraa
JaHO ypaBHeHie C'h YACTHBIMH NPOA3BOJHBIME A YCIOBiA A1# €T0 AOTE-
rpaia, Be BHIBECHHBIA B3 KaKofi- 160 SH3HIeCKoi Wil Apyroii TeopiH.

Pazs1, npomcxopsmie orTh Npeo6pasoBaHia TEOPeMBI Pypee,
JOIRHO CYHTATh CXOAAMMMECH, H6O N0 CBOACTBY aHAJW33 OHH BbI-
PAKAIOTH TPOH3BOIbHYI0 PYHKIiO MeKAY HEKOTODBIMA npexbaramn;
Thub He Membe MBI CYHTaeM He IRIIAMMD npmBect# cibiyiomid
anamm3b JHpAxie JAA OKa3aTeIbCTBA CXOARMOCTH HEKOTODHIXD
DPBIOBS 3TOT0 POAA, AHAIW3H 3amMBuaTelbHBIE 1O CBOEH CTPOTOCTH.

Jlapuxie A0KaspiBaeTh crhiylomyio Teopemy:

Iyers 6yAeTs fr ®YyOKNiA UOCTOAHHO BO3DACTAIOMAA AN IO~
cTOAHHO yOhiBalOmMAs BB mperbiaxs £ = 0 u x=h, rab h BeXH-

w
—_—

q@Ha NOJOKNTEARHAA B MEHbIAA WAH DaBHAA D)

Ecam oynknia fr ectb HenpepHIBAAsA MeKAY YOOMAHYTHIMH

—1

npexbaamn, To mpexbas mATErpaya
h

sin ¢z

sin 2

fzxoz,

0
rat ¢+ osHagaers mbioe gmcao, npr meompexbienHoMs yBeandeHin ¢
6yieTs KOAMIECTBO % f(0).

IpeanosokuMD CcHAYada, YTO SYHKOIA [ yObIBAeTH MEXKAY
npexbsani £ =0 # £ = h, A NPATOMB 0CTAETCH NOXOMRHTEIBHOI.

—
i

Takt Kakh BeaWudHa h He NpEBBIMAETH 5

TO Mbl MOREMD

pasnbanTh cxbiyromems o6pasoMs WHTErpatb

sin 7z £
sinz
0

9TOTH HATErparb OGyleTh paBeH® CyMmB Jpyraxs, H3B KOTO-

PHIXE NepBbid B3ATH OTH £ =0 R0 2 = -7.5, ApYrOi 0T 2 == Z 20
? 13
2z - 2= 3w
Z=—, TPeTii OTH &=—- 10 &= —, W TAKE xaxbe fo nocxbansro,

npexbast Koero OyAyTh = rTT 8 2 = h. Ilkxoe gncio r BeIGpaHO

TaKb, YTO OBO Y/OBIETBOPAETDH HEPABEHCTBAMD
th - th
r<l— u r>——1
Ilycts GyaeTdb p. 0180 H3T 9HCEXH, 3AKIOYAIMAXCA MERALY

HyXeME B [; TOTAa BDH DALYy YNOMAHYTBIXH RHTETPAXOBH OyIyTh
ABa 9a€HA

3 [

pr (-+Dp
i i
sin 2 sin 1z
- ror N —— .
sSinz f sinxy fxox
(p—1)= . pr

Moacrasums z -+ —2— BmECTO Z BO BTOpO# H3D 3THXH HHTE-

%



rparoBs, TOrpa 06a OHM HPAMYTH crknlomi BHLD

1]
5
sin iz sin éz f x+—)
sinz froz _ oz,

sm x+—-)

(a—=N= (u—l) x
i

OTKYA8 BHJHO, 4T0 BTOpOd mETerpars Membe nepearo, W60 Mei
muEens

sin(a;+—:-) > sing, fx>f(a;+—‘;.c—)-

Hocatxniii maTerpass B5 ynomauyToMs pagy
h

Sinixfmdx

sin z

T

<
OTIacTH NoToMy Membe cBoero mpeibiiymaro, 9To MoKHO cibiars
noxo0Hoe ke npeoGpasoBamie npepksoBb, Kaxb B mpemae, H OT-
9aCTH NOTOMY, YTO pa3HoCTh IHpepkIoBs ero 6yAers mente PasHOCTH
upeabioBb WATErpaJa MpeAmecTBYIOMAro.
Cxtaaens npeoGpasosanie maTerpaia

Taxs Km nonnn'rerpa.mnaa @YHKIiA COCTONTH H3B AByX'D
MHOEHATEXeH ——— - 2 u fz, n3B KOTOPBIX® HH TOTH HE Apyrodl He W3-

uBEAeT 3maKa MemEAy mpexbiaMm METErpEpoBaHif, To MOKHO HO-
J0EHATH

U e
KN v
sin ¢z sin iz -1
- x0r — — 0r — — 1)
sinz f oz Pu sin x H Pu ( )
p=D= (p—D)x

{ <
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rab p, ecTn smauenie eynxnin fz Axa lﬂmo’mpoi BEXHURHBI 7, 3AKXI10~
T

qalomeiica Mexly npexbiama z — g+ 11: = ‘;

Jas Toro 9robbl y3HaTh, Kb Ranomy npexkiy crpemutcs ug-

Terparh o

]
sin &z
sinzg

(p—=1)=x

-4
noxcraBaMb BMECTO  nepemtrayio - Torn,a MBI [OXyIHMB

sin ¢z P sin z

sin z % sln -

== (p=D)=
i

Ho npeptas npon3sezenia isin-% IpH ¢ ==.00 ecThb 2; cxbjlo-
BATEALHO NpeAbIAyILiif nﬂ'rerparb avkers npepybions BeXATHHY

p.

smz
zi—l)fr
Bo3bMeMt Teneps pAAh HHTErPAIOBH
1% 4
n z sin 2 sinz
fsmz J-SI f—o,..., sl PR
2
(p—1)=

KoEXDH npexbinl Bo3pacTaioTh A0 Gesxomeunocrd. ComepmenHzo
TAKD 7K€ MORHO JOKa3aTh, KaKb H NpeMmJe, 9T0 U35 JBYXH nocxEp0-
BATEALHBIX'h AHTErPAIOBD

(x+1)w

sz sz

(p-—l)ﬂ
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nepssiii 6oxke BTOpOro. ITH B3 HHTErpaia TOYHO TAKH Ke KAKD H
BHTErpaJsl

um @-Dx
) ) [
sin ¢z sin iz
— fxdr, — fx0z
sin z sinz
(== pr

$ f

uukiors pasabie 3uakn. [loatomy, cabiaws cabayomis o6o3uadenia

k19 a1
sin z sinz sinz _
z 0z=k,, 02 =—k,,. f—d 2= (—1)" "k,
° I (x—1)=m
Mbl YBHAHMB, YTO CyMMa
by — byt by — Ry (P TR = sz o

NpEACTABASETh PARD CXopAlljiica W paBHA BexmunHb %

Takp Kakb 9XeHBl ITOr0 pARA CYThb HomepeMbHHO NOX0MAE-
TeXbHbIE H OTPHUATEAbHBIE, H NPATOMS 3TOTDh PALS €cTh YOhIRatom i,
TO CyMM3 IIePBbIXD % YACHOBD, KOTOPYI0 MbI 0603HATMS I€PE3D O,

ki
6yzets 10 Goxbe, To Menbe Hexern > CMOTPA 10TOMY, 6yaeTs JH

% 9ACAO HeYeTHOe MAK 9eTHOe, H PA3HOCTh o, — % 6GyAeTD 1o IH-
caennoil exnynt menke Hememn k, , '
Jpyroii paxs

PlLl’_Pst"'PsL,—p‘ L4+...._,_(_1)m—lmem+_"_=' smwfm

sinz

0

p3uwbasdeTrcd B 0o 9MCHy 9ieHOBD H Ho Bexmunek cb mambmeHieM®
qgcaa 4.

Pasabamnws aTy cymmy Ha iBE 9acTH: BB COCTABH 0AHOH GYAYTD

BXOJMTh DEpBble 7 9XeHOBH, IAb % 9ACIO NOCTOAHHOE, KOTOPOE
MOZEET GbITb cAEIAH0 KAKb YrOZHO BEAHKEMS, H Bb COCTABD APYrof
CyMMa 9XeHOBD, HAYHHAA OTH % —+ 1-ro 20 mocabmaro.

Yiens! PAja NpeibIAYIIAT0 CYTh monepenbHao NOJOKATEILHBIE
H OTpHIATEIbEbIE # OPATOMS Wens o I menbe, memenup, , L,
cxBaoBaTelbHO, 0 NPEJBIAYIEMY, CYMMA

(_' l)n Pra1 Ln+1 -+ (—

6yaeTs MMETh 3HAKE OAMHAKOBBI Cb NEPBLIND e T1ICHOMD I NI0-
gmcaennofi senunehk Gyzers menbe, nemeln wiess o, L, .

Ho Takdp Kakb % MORETS GbITh NPOR3BOJBHO BEIEKAMD, TO Be-
JV9AHA

L PR

1 -+

n+2

nw

i
sin ¢z
n | sinz

Pn Ln — (_ l)n——l P

(n—1)rx
:

MOEETH GbITh cybiafa KaKh YLoAHO MaXofo, IO IPEIHEE MHOKATENA

hT

i
sin r
sinz

(n—N=w
)

npexkxb Koero IpH i = OO €CTh HHTErpardb

sinz — n—l
dex =k, (—1)"

Cb Apyroif CTODOHBI, BENHIMHBI 0;, Og,- « -5 P BCH CTpeMATCA
kb npexbay £(0). CxbioBaTeinHo, pascMaTPHBaEMBIH PALD, KOTOpBIi

paBen’b BHTErpaty
A

SlIl m
fxoz,
Slll x
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umbers npexbioms BeiRIHHY
FO) 0t —ky+ly—- ) =£(0) 5

HoxomaMs Teneps, Ir0 ®yHKOiA fr o6pamaerca B NOCTOAH-
Boe A. CoBepiienHO Taks e, KAKS H NPEMHAe, MBI JOKAMKEMD, UTO
npexbas EETErpasa

A

AJSi.n iz ox
sin z

0

i3
ecTh KoJmiecTBo A 5"

Ilycrs fo 6yzers eymENis BospacTarmas oTb £—0 10 =M.

B'I: TaxoMd cxydas — fr Gyierb yOnBanomeio eyaKuiero.

Ho npréasienieMD NOCTOAHHATO A MBI Beerja MOmeMb cabiaTh
cyumy A — fr NOXOEETEIBHOI; N0ITOMY SYHKNiA A — fx yRoO-

BAETBOPAETH YCIOBiAMD npeipixymeRl Teopemsi, nm cxbaoBaTersno
MBI EMEeMB
3

npeaf o (A fx) 0x = (A —f (0))

(]

Ho
h 3
» sin wz
np.fsm (4— fx)ow—npfAs‘“’” f%,li,f(—f)ow
0 0
cxbjpoBaTeIpHO

npex.

+1(0),

0

9T0 B TPEGOBAJIOCH AOKA3ATH.

Pascmorpum® Teneph WHTErparb

h

sin iz
J- — [20%,
sinz

9

A HaiigeMs npeibis, Kb KOTopoMy oHE crTpeMETca no mMEph yme-
amgenis ¢, nozarags g >0 g < h.

Jlagams SYHKRiH & nNpPOR3BOABHBIA 3HademiA oTb z=0 jo
Z==g¢, HO YGHIBAIOMis BIA BO3DPACTAIONiA, CMOTPA NO TOMY, yObI-
BAETH HAH BO3PACTAETH PYHKIA fZ OTH =g A0 ¥ = h; NPETOMB
HOXOERAMD, 9T0 pasHocTh [(g — €) — f(9—+¢), TAb ¢ o03magaeTD
HOX0EHTEAbHYI0 (e3KOHETHO MaXyl0 BelHYHBY, eCTh BeAHTHHA 6e3-
KOHESHO MaJyasd.

Tax® xaxt Mb1 amEems

" .
sin ¢z S uc sin iz
f sinz fxdx ffm sinz f f.’ﬂd

A

npeg f o fa:dw =0.

9

TO

Hoxomnms Temeps, 9T0 ®YHENiA fZ ofpamaercd BH 6e€3Ko-
HeYHOCTDb A7 HExoTopoii BeamudHbl ¥ = a, 3aKIouatomeiicd MemAy
npexbaamn £ = 0 A z = h, Ho OPERNOAOKHMS, ITO HHTErPAID

x
!fa;dw = Fx

0CTaeTCH KOHEYHbIMD MeXAy STHME npepbiaMu, m Pa3HOCTb
Flx+¢)—Fx

MoEeTh ObITh cibiana wmembe Beakoi JaHHOH BeXHdWHBI NIpH He-
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onpexbiennoms ymenvmenin ¢. Toraa marerpass

A

sin iz .
—— fxox
sin z

(]

MoxHO pas3jbaare ma cxbpyomie

a=—zg a . a4 : h
sin ¢z sin iz siniz , - sin ¢x
— fxox - 0x — fxox —_—
sin x froz, sinz fwor, sinz froz, sinzx froz.
0 a-—¢ a a6

Ilepsoiii m3® Hux® mwbers npepbioms ——;5 f(0) n mocxbamii

nubers npexbiomt vyas. Ho zaa Kakore yroaHo + Mpl nmbems

a a+&
sin iz Fa—F(a—¢) sin iz F@a—+e¢)— Fa
sinz froz < sin(a—e) ? sinx fodz < sina ’
a—¢E a

npejnosaras, 9ro e cxbIaHo A0CTaTOYHO MAAbIMD, YTOOh! @YHKOIA f
He u3mkAsaa 3HaKA OTh =@ —=& )0 £=a, K 9TOGBI TO e 06CTOA-
TebCTBO HMEI0 MEcTo 0TB =@ jJo z =a+c¢. Torza pasuocTn

Fa— F(a—e¢), F(a-+¢c)—Fa

MOTYT® ObITb CAkJaHBI UPOH3BOALHO MAJBIMA, [0 HOJXOKEHi; cX¥k-
JOBATEALHO ’

A a—¢ a
sin «x sin wx sin sz
opel. | —— frdzx = npep. | —— —+ =
pea sinz f ped fsm x froz —+ npea f sin z froz
0 0 _ a—¢
a—+¢ h

sin iz sin ¢
-+ npep;.fm frdz + upex. ﬁlz—; frox = —72"- f(0)..
a a-t+c

Tloaromy nepBas TeopeMa cnpaBejtnBa H Bh TOMB cXydak, ecin
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oyHKDiA fx o6pamaercs B 6€3KOHEYHOCTh, €CIH TOAbKO

fa

OCTaeTCA KOHEYHRIMB H HEnpepBIBHBIME 0T & =0 20 Z=Ah.

Korja eyurnia fr npe =0 ambers paspeiss HempepbIBHOCTH,
T0-€cThb f(€) oTamaEo oTb f(0), To BH IPeibIAYINEND A0KA3ATEILCTEE
uy:&Ho 3aMbaATh Bexwinny f(0) sexmannol0 f(€).

Toxomams Tenmeph, 4ro @yHENiA fr wMEeTh CKOXbKO YIOAHO
PasphIBOBD HENPEPHIBHOCTE M HECKOXPKO HAWGOABIIAXD H HAWMEHb-
mAXh BeXAYAEh Mexay upepbiamm £ =0 n v =~h. Iloxomawms,
YT0 9TH PAaspsiBbl HENPEPHIBHOCTH H HAHGOXBIIA W HAMMEHBIiA
BeAWIHHB! COOTBETCTBYIOTS 3HAUCHIAMD & == @, T == Gg,..., T =_0,,.
Torza pasybiaMs HATErpalh

[

sin ix f
sinz
0
Ha #ECKOIBKO ADYTHXB, W3b KOHXB nepswui 6yieTs HMETh mpenkh-
aam# O m a,, BTOpOl @, W a,, TperTii a, u a;, mocxbyuii a, n L.
Tlo npempipymiemy, Beh mETErpais! Opm ¢=—0O YHRITOKATCA,
WCKAI0YaA NEpBbI#, KOTOPHIH NPHMETH BEIHIHHY —;if (e), rak e no-

npeHEMy 03Ha93€TH Ge3KOHEYHO Malyio BeIWJHHYy H NOJOKH-
TeIBHYIO.

Jlapazie Ha OCHOBAHIH NpeABLIYMAXL ABYXH TEOPeMb ROKA-
3bIBAETH CXOXHMOCTb cIEAyiomAaro paa

+% +%
=00
2 ’
fo= %Jfa;’ 7' + — E cosn(x—a) [z or,
n=1
—T -7

KOTOPBIH MOETH ObITh JELKO BhIBEACHD H3b $OPMYJNE Ipeje HAMH
JOKa3aHABIXB.
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Jan joKa3aTe nCTBA OH'h GepeTh CyMMy NEDBEIXS # TICHOBD
S, =—;—+cos(a;—a;') +C082(T— &)+ - -+« 4~ cosn (x — &)
. sin(n;l— %)(z— z')

2sin%(x—x’)

H DA3CMATDHBAETD CyMMy HpeAbIAYIIAr0 pAja Kaks Dpexbsdb Be-
JMIHHBL

T
: f S, fr'ox npr m=o0
—x

HTaxDb, pascMOTPEMT HHTErpAXh

+T +T

.., 1 [sin (n+%)(x——x’)
U,= |8, frozx'= 5 fa' ox'.

.1
sin o (# — )

-—T —T

Jlas Toro, uTo6bl onpexkanTs mpexkas, Kb KOTOPOMY OHD CTpe-
METCA, crbIaeMs
' x T
. 1
sin{n—+ = ) (x—a) sin{ #—++- )(z—z)
U” 21 ( ) fa;' (){E,—!— ( 2 )
* sm—2—(x—x’)

- z

.1
sin 5 (z— ')

Bt nepsoMt H3H RATErPaAoBT BTopol YacrTa nocxEARATe ypas-
BeHiA NOXOEEMB &' = % — 24, & BO BTOPOMD &' = & —+ 22, TOTIa
Mbl NIOXYIHMD

5 5
1 sin (2n—+-1) 2 sin (2n-+1
U=~ f——f( — 24) 05+ f MO f g+ 26)08 |
] - 0

Ilepeeiii W3 WHTerpasoBdh BTOPOH YACTH OPEABIAYIIATO YPAB-
HeHifl, OYeBHAHO, 06DAMAETCA Bb %f (x —¢), rab ¢ Gesxoneymo
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. -+ w
MaJasd NOXOEHTCARHAA BCIHIAHA, €CIH HE NPEBHIMIAECTD — -

2 2
Ecan me 222> = 5 TO MBI Pa3CMATPHBAEMbIf HHTErPAAD PAa3-
ibaump Ha ABa: ozEEs, npepbisl xoero O6yayTs O m — 2 ; B cxbgo-

BATEILHO OHD OGPATHTCA Bb % f (# —¢); Apyroit, npexkas KoToparo

6yﬂy’l'b _E n _E. — .ﬁ.
2 2 2

Ioacrasups BB 3T0TH Nocxbamidi n—u BmEcro 2, MBI npHBejeMB
€ro Kb BALY

fw_i) f(@z—2n+2u) ou=

sin (m~u)

sin (2n+1)u
sinu

f(z+2u—27)0u,

n—z

“lzk_\wh

4 3TOTH HATErpaXb o6pamaeTcd BH Hylb, eCId & HE paBeHh ©. Bb
nocxkaaeMs caydas oap npnEAMaeTH BeAMIAHY — f (—m—+e).

Kpout Toro, ecam £ = — =, To HHTErpathb

-z
2

f%gff(x — 22) 0z

0YeBHAHO €CTh HyIb.
Wraxs, mocxbamii maTerpars jia Bckxb Beimanas 2, OTH

™
Z=-—= J0 r=—+ 7, ANEeTH BexHuHHy —Ef(x—e); A r=—=

€CTh HyIb ¥ Jif =T NPHHAMAETH 3HaveHie — [f (m—e)+f (—1:+s)]

TouHo Tak® me Xerko BAETH, 9TO nmerpm

N

2
f @R HD 2 £+ 24) 2

0



ecTh HyJb OPH Z = T, DaBEHD % f(@-—¢) pan BchxB BexmvEHED Z,
SAKNIOYAIONMAXCA MEKAY — T B + 7, U HaKOHENh Rid £—= — T 06pa-
maeTcd Bb % [f(x —e&) +f(—n+¢)].

Taknus 06pasons pars

“+% +7
N=—00
1 ’ ’ 2 - £ r 4
—Effw oz +;—Z cos r—x)fx ox
n=1
—% -z
1
JaeTs —- [f(@—e)+f(w-+2)] naa BcEXD Beamumus z, oTh T=—=

20 ¢ = —+ . Jxa caMpiXD ke npexkioss oub o6pamaerca Bb

I TR i = ¥ S

(]

Pyaxnia fr, KOTOPYH BHIDAKAETH NpPeAbIAYIilk PALB, €CTh
COBEDINEHHO IIPON3BOABHAA.

Jlerko BbIBecTH nNpeibliymiee BbipaskeHie JIA NPOH3BOAbHOMN
$YHKOIE B U3'b HAMNAXD SOPMYIb.

JtdcTBaTeanno, Mp1 umbems

i . !
=00 -

fx=%ff<z>az+ 2 08 7 [ cosZ i
=1

ypaBHeHie cHopaBelanBoe Kakb AXA BCEX® Beamamas z, cogepma-
muxes Mexay npepbamu x =0 m z=—1[, Takp B Xif CAMEIXB
npexkIoBs.

Touno Taxs ke Mbl BMEaH

]

fo= %Z sin i—?—’J‘s n Z7-——Ef(’&)d’;'

=0
[}

ypaBHeHie, Koero BTOpaA YaCTh YHAUTOMKaerca Jaa £ — 0 n z =1.
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CxragpiBag 3TH YpaBHeHiA H IOTOMB BBIYATAA BTOpOE 3B
NnepBaro, Mbl no.nyrmm, ArE wopMyan!

t=c0
=3 ffx 0r + T cosfi_'—(x—l——m—) fx 0z’
1,—1

t=o00

QZJ’,. o o +_ E z..(x+x)f or.

i=1

Bropbia wacrtE aThX® ypanueﬂil'i A20THh Aaa x = 0 BeJHIHHY

: ——f (0) n 213 x =1 Beanunny —- 3 f (). Ecam BB mocxbaneMs ypas-

menin BwbCcTo @ymKmim f& Bo3bMeMb PYHKUil0 f(— %) W HOTOMB
sambmnaMs nepemkanyio « nepembmnolo — &, To noIyIAND

(]

it(@—2x) o1y
21J}" 0z’ +2lﬂ cosm—l—fxdx.

Jto ypasaenie Aaa npexrbios 4 =0 n £ =1 raerd % f(0)n

1
1.
CHJMBIB&H €ro No4YIeHHo Cb ypanﬂeuieM'b
i

t—=—00 . ,
= J}' % 08—+ - cosml_—a-;—2 fr o

1-—1
MBI llOJy'IEM'b LOpMyay
+I . -+
?=C0
1 ’ ’ 1 i’;‘l,' (x —_— x’) ! ’
fr= ijx oz + Z €os ———— f' oz,
= =1

KoTopad Aan =1 u 1a8 £=—=-— jaeTh BeAHINHY —;— [fO~+f (=]
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Ecau me1 cpbaaens =, 1o nocxbaaii psxs 6yzers eorsacens
¢h TEM®B, CXOAHMOCTb KOTODArO Mbl A0KA3aJd PaHbIIe,

Haiixennrie BaMm DAXBI MOKHO AUGSEPERIHAPOBATH H HETErpH-
POBATh OTHOCHTENbHO HepewEnHOH, ®YHKNiI0 KoTOpoil 0HR H306Da-
#ators, llpn marerpaposanin Hym®eo 3aMETHTL, 9T0 ecanm ®opMysa
Aast npepbaons nepembrnod faeTs BEKOTOPHIE KOHEYHbIA BEIHIHHEL,
XOTA ¥ He COBNAJAMMIiA Cb COOTBETCTBYIOMMME 3AAYEHIAMA AaHHOH
©YHKIH, TO 0O WHTErDHDOBAHIH nOXyYseTca ®opMyla, KoTopas
OyAeTh CnpaBejiHBa A YOOMAHYTHIXH mpepbioss. dro yhiaerca
0YeBWAHBIMB, €CXH MBI 3aMBTHMD, 9T0 MOXKEM'b IO IPOU3BOIY NPAHATD
HIN He OPHHATH BB COO0pakenie ABA dIEMEHTA WHTErpaia, OTHOCA-
mieca Kb npexbaams. OTciofa e BHIXOARTS, 910, JHOGEDEHUADYA
ypaBHenie, m306pamaiomee NPOU3BOILHYI0 TYHKIiO, H HE CIpaBei-
JBoe jiA npexbioss nepemBrHO#, MBI HOXyIEMT Apyroe, KOTOpOE
Axa uperbiosr jpaeTs Gesxomeunbia 3mavemis. JIhiicremTessHo,
ecin Obl OHO JaBaJ0 KOHEYHBIA BeJIHYHHBI, TO ypaBHeHie, KOTopOE
MBI AR®PEPEeHnEPOBANH, ObLI0 bl CHpaBejdnBo Jia npexkiaoss, 9To
nporusopbaETS npeanosoRemiio,

Japavs phckoabko mpaMEpOBT HA AUGEepeHNEPOBAHie W HHTe-
rpEpoBagie NpeAbIYIAXD $0PMysh, H3h KOTOPHIX> BOIEMEMD IpO-
crhiimis.

Mz aubens

+
N=00

-+
fr= %J}zdz ~+ -%-2 cosm—z) fa0z.
-

n=1

Jlaoeepennupya 310 ypaBHeHie OTHOCHTEILHO &, MBI NOXYIHMD

n=0o0

wr | mc(:c——z)
T3 e

Ho meTerpmporanie no 9acTaM®s xaeTh
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~
jsin”L@,:i)fzdzﬂ— 1"~ cos ™2 [f1— f(—1]
-

+i

— iJcos o (z 2) ¢ f 20e.

nr

-~2
Iloaromy mb1 mmEems

=00 + n=co
=%E cos——-nﬁ(a;—z) fzdz—f—z_é(_n Z (—=1)"cos i

n—=1

Ho Tak® Kakb cyMMa

n=—0C0
D (—1)"eos S
n=1
€CTh -——;—, ecIn x CoxepEuTcA MexAy ! m — [/, H 6e3KOHEYHOCTS,
€cii x=1 W18 £ = — [, To MBI NOFyIHMD
n—oo -+
flx= ﬂ;éfl(L- S‘ fcosm—z)f'gd .
n—l -t

Jlas nperbioBs Xe, 10 mpeAbIAYMEMY YDaBHEHiH, HOXyJalOTCH
6e3xoHeunpia 3mavenid, CupaeepsEBocTh mocxbaHaro ypaepHeHis
BEJHA 3D TOTO, YTO OHO COBNAJAETH Ch H3BECTHOI DOPMYIOI0

N=00 -4}

fa;._2lffzdz+ 1 \ fcos z)f 20z,

n=1 i

€CIH MBI 3aMETHMD, 9T0 HHTErParb

-+
f F'208
e J

pasers pasHoctd fI— f(—1).
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nrL
Yro xacaerca 10 CyMMbI 2 (—1)"cos —7—» TO €0 MOXKHO no-
Iy9nTh 3B E3pEcTHArO pAja

1—28
1__2“0M_'_%,,=1+2:11;(:OSaz+2aa’cos 20+ 22° oS Bot 4+ -~
nozarag x = —1%),

Jlaa mpumbpa HETErpmpoBaHiA POPMYFH, H306PAKAIIMHXD-
1pOn3BOALHBIA q:yﬂmlin, MEI BO3bMEMD ypaBHeHie
i=oc0 4

fe= lffzdz+ 7 Zcos mfcosmzfzdz

0

Harerpapya aro ypaBneﬂie OTHOCHTeXpHO %, 0Th =10 j0
z = {, u 03HAYAA MHTErPayb

4
{foiz=rFe),
0
MBI 6yaeMs ambTh
c =00 l Z
2
FQ == f f20z + =~ T = -—g§in == im f €OS —~ i fzdz.
,1=1

I/In'rerpnponame o 9aCTAMBD naer'b
1

l
fcos “%e {20z = (— 1)) F1 — F(0) + —';Ef in 4_1_:5 Fz0z.
]

0

Ho
Jﬁw=pzn.mm=m

cxkioraTexso,

F{)=F ( '—zm(_l)‘ sin —) 3_::03111’1c f sin "™ Faos.
=

*) Pagn cxopamifica uemay + 1 u — 1 uexarouumessnio. (IIpumbu. anropa).
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Idrta ®opMyia copaBejiEBa Aif Bchkx® Beamumas { orh =0
20 {=1, u jaa campix® npexbaoss, n6o Mbl uMkems

t=00

L. %‘\:——(_.l)i sin zfl—z; =0,

?

T

i=1
pas Bckxs smavenidi { memay srmmm npexbyamm. CnpasesimsocTh
nocxbamAro ypapneHnia MomEHO BEEETH m3b $OpMyJbI
‘l‘-OO
—_ Zsm chtsm mcd{

=0
u60 Me1 nmBens

ftsm or,__-——( 1y.

Beh @opmyias!, HecnpaBea uBbia g npe EaoBs, MOKHO cAEiaTh
cnpaBejIuBbIMEA, A06aBIAA HEKOTOPEIA CyMMBbI, NOAO0GHO TOMY CXyIalo0,
KOTODhIi MBI cefiyack pascMarpupad. CyMMBI 9TH MOrYTH GObITh
BECbM2 DasHOOGPA3HbI, HO HHYEr0 OCOGEHHATO HE NPEACTABIAIOTS,
FXB MOKHO BHIBECTH Tak:Ke H3b ©OPMYID, NPEJCTABIAIIIMXD OPO-
H3BOXBHBIA ®YHKIiH, A2BAA 3THMB SYHKIIAMD YACTHBIA 3HAYEHIA.

7. PascmoTpuMb TEmeps ®OPMYAbl, CNOCOOHBIA NpPEICTABHTH
NPOH3BOJIBHBIA ®YHKNIM HBCKOIPKEXD nepeMbuEBIX® 2, ¥, 2,... -

Jlerxo, 3aad moxo6HBIA $OPMYAbI 114 ®YHKNiA 00 0JHOK nepe-
wEHHO#, PacHpOCTpPaHAT, HXH H HA CKOXBKO YIOZHO nepeMBHHEBIXB.

JhiicrenTeisdo, nycTh GyAers AaHa oymKOid [(z,¥,2,....).

Pa3cmaTpuBas Bb 3TOH $YHKIid, Kakh Beinudny nepembuayio,
OJHO TOXRKO %, MBI NOXYIHMB ®OPMYIy, BB KOTODOH Nox®h HHTE-
IPaibHEIME 3HAKAMA GyJeTh HAXOAMTBCA TYHKNIA f- “,9,2,....).
Ho ecam Mui BB 3Toi nocxbaseil pascMaTpABaeMb Kakh nepembrnoe
04HO TOXBKO ¥, TO IO TEMD Ke CAMBIMB ©OPMYJaMD H3H IOLH 3HAKA
oyBenin f(«,y,2,....) BbiBefeMs nepembanyio y u sambamms ee
nepembanoio y'.

TlocTynas TaKEME ke 0GDA30MB OTHOCHTEABHO ADYIHXD Iepe-
4#



— 52 —

MEHHBIX'S, MBI HAKOHENh OXYIAMS SOPMYIY, B5 KOTODOH Z, ¥, £,....
He OYXAYTH BXOAWTH DOAb SHAKD AsHHOE ©YHROiH, a BOAYTH OHE
OoAD 3uaxm @ymKIifi BB poxh TEX®, KoTOphIA MBI pawbe osmayAIH
Jepest Y.

Taxw, manpumbps, Teopema <Pyphe, pacnpocTpaHeHHAS Ha
caygait BbckoapkuxDb nepembanbIXD, 6y2eTh crbayroman

o f(,9,3,....)=

G| | -+ro0sal@—a) cosBy—y)-- (@, 5. ) dad 00 Oy -
I

@)=y ),Tfﬁw-ﬂw—w W1 flaly]...)dadBor'dy ..

rik » o3pavaers umcao nepemBEEbIXD , ¥, 2,. .. .

IIpodis ©OpMysbI NOIYIAIOTCA COBEPIIEHHO TAKE JKe.

Anain3s, otHocamiica kb usmEneniio Teopens Pypse no Aan-
HBIMB YCIOBiAMB, TaKike ocTaerca TEMD e, eCIM Kamkioe YCIOBie
OTHOCHTCA Kb OHOMY ToXbKo nepembrmomy. Torza cosepmenno
TAKb JKe, KAKD K PeK]e, Mbl Y10BIETBOPHEMD YCIOBiAME OTHOCHTEXLHO
OAHOr0 nepembHHArO, DOTOM® BB NOIydeHHod @opMmyxE TouHO
TaKb ke W3MBHEM> HHTErPadbl OTHOCHTEXBHO ApPYroro nepemtuuaro,
c000pasHo Ch yCIOBiAMH, H WOCTYDaA TaKAMB 06pa3omd paxbe ypo-
BieTBopEMt BCEMB yciosiamb. Ho @opMyssl, TakaMs 06pasoMms
NOXY4eHHbIA, MOKAO BCErAd BEIBECTH H3D COEAWHEHiA ®OPMyX,
YKe HaMH pascMoTpLHHBIX'D.

Boo6me nycrs Gyayrs

Q=rE&,y,7,....),
P={[a@z—d), By—y), ylE—2),....]1]

JJag Toro, 9To6bI HHTErpPAXD

~+C0 —+C0 400

f f [+ @Poadpoy----or 005 =¥

=00 —CO —00

BbIpaKaxb @ymknio f[(z,y,2,....), Heo6XoaEMO, 9TO0bl HHTE-
rpass

-+-n -+p +4¢

Fre—a)ply—y)g@Ee—2)----]
[ Jrooopoutpoy.. =TT B SR LIS

—n —p —q
IpA % ==00, = 00, §==00,.... 6blxb HeonperbleHULIMD, H
OPETOMD 9T06BI OB1IO

~+C0 400 400

fff....F(:;/y;* )0gdy0x....=1_

—C0 —O0 —CO

Pymruis F(z,y,2,....) OTHOCHTeIbHO Kampodl nepembunoi
6yzers HederHad. 3ambuania, Koropbla 6blam Hamu CABIAHBEI OTHO-
CHTeIbHO @YHKIH HOZo6HAr0 poja 06 oamoit nepembmmoil, mpu-
whasioTca n BB Hacrogmems crydak.

3amETHME, 9TO BCErAa MoKeMD BbIGPATh TaKyl0 PYHKIMiI0
F(z,y,2,....), 9T0 @0pMyia, npoucxoiamas BcXxBicTBie TaKoro
BbIGOPA, He GYAETD BHIBOJHMA M3ID ®OPMYXH HAME Pa3CMOTPEHHLIXE,
Kaxb Teopema <Pypre, pacupoctpaHensas Ha cxydail HECKOIBKEXB
nepeMEHABIXD.

8. TlepexoanMs Kb 0CO6EHHBIMS GOPMYIAM, NPEACTABIAIOMIAMD
NPOU3BOABEBIA ®YHKNiM, Kb ©OPMyAaMb, KOTODhIA HE BHIBOAATCA
H8'h HAEro aHANA3A.

Cuagaia MbI pascMOTpuMs HEKOTODEIA CBOHCTBA K09 PHIIEHTOBD
IPE Pa3IMYHBIXB CTeDeHAX'h o B PasiOKeHin SYHKIiH

1
V1— 2a cosy—+ of .

P=

IoxompMs, 9T0 MBI DASIOKHIE p N0 BO3DACTAIONIAME CTele-
HAMD o, TAKE 9T0

p=1+aP + P+ P+ - +a"P 4.

Torxa xerro BEpbTh, 9T0 KodweunieaTs P, 6yrers cxbayio-
WAaro Buja
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_ 135..(2n-1) 1
Pe="Tomom |1~ g((;n-l))
LA (e=1)(n-2) (n-3)
2.4.(2n-1) (2n—3)
_n(n-1)(0-2)(n-3) (n~4) (-5)
2.46.(2n-1) (2n-3)(2n-5) °°° Y :I

cos" ™

cos"*y

Joxamens, 4T0 pasiomeHie p IO CTENEHAME o BCETAa Mpel-
CTABHTD PALD cXopamiiica, ecan « < 1. Jlaa aroro sambruMs, IT0

sexmTHEE cosy =1 coorsbrcTByIOTH P=1m, h=F1

Ecam ®e y He ecTs KpaTHoe %, TO JerKo A0KASaTh, 110 P, GyAers
menbe exnmmnpl. Jhiicrearessno, Me1 mmbens

p=(1 — e’ \/—_1)—5 (1 — e \/:-—1_)"'5

Ho pasiaras xamppli MHOENTeAs IO CTENEHAM® o, MBI 0O~
IyYBMD

— _1
(1—ae” ‘/_') !=1+%az¢e'r ‘/—_1+£az”e2’”/:I

1.3-5 , syv=1
+2_4_6az"e -+

(1—oae™” "/:i)—i =1 +% e~V

+m¢g +eeeen,

+£z’e‘2ﬂc{

OTKYAa BupHo, 7r0 P, 6yrers cxbayiomee
P,= A cosny -+ Becos(n — 2)y+ Ccos(n—4)y 4+ -;

sexuunabl 4, B, C,. ... 038a42i0Ts HEKOTODhIA KOXHYECTBR, BB
KOTOPHIA HE BXOASTD Y, H IPETOMD BCE 0HH NOJXORATEILHbBIA.
IlosToMy aerko 3amETuTH, 9TO camad 6oxbmad BeamumHa P co-
orBbTCTBYeT: TOMY CAyualo, Kora y =0 ® cos Yy =1. HraKs, BO
Bekxs Apyraxs® crytasxs sexmumna P, Gyiers membe ejmmunpL.
Tax® kak® p yAoBIETBOPAETH ypaBHEHil0
T+ iy oy (0150 =0,

— B —

Y0 mojcTaBXAd cioga BMECTO p ero Beamyuny H YDaBHEBAA HYXIO
H0ITGHIICHTH IPH PA3AMIHBIXS CTENEHAX'S ¢, MBI YBHAEMS, 970 P,
‘yAoBIETBOpAETD cxbayiomeMy ypaBHeHiko
1 o/ . 0P
-z Un)—
n(n—+ I)Pﬂ+sin-y > (sm-y ™ ) 0.
Ho ecxn P, yioBIeTBOPAETD 2ToMy ypaBHenilo, TO CAE1aBD
cosy == cos 0 cos &'+ sin 8 sin 8" cos (Y — ¢,

Ml yBHAEMB, 9ro P, yAoBIerBopseTdh crbayiomeMy ypaBHEHil0 Cb
9aCTHHIMH DPOH3BOAHBIMA

1 @ edP)+ 1 &P,
8in 6 00<sm sin'f 9§

- MEiicreaTeanHo, Mp1 nubeMsb

L9 (im0 Ze) by O
sind o\ ) S0 o\yﬂ

J(\ 1 (dy\* #P, dP cosO&Y 1 d’__x}
"{(m)"‘s'in""e(oq,) dy’ dy sngd0 ae' + smie 0

Ho, reeoepennmEpys BeXHyRHy Yy Bb ®YHKIIE orh O & ¢, MbI
©Oyarevs nnbT

(:1)18123}_'-?0’ 81;’00% _51{2_@019)’— : (%)’}

# NPHTOMB oy 1oy
(5) s () =1
CxEzoBaressuo,

L 9/ 0P, L PP, PP, cosyoB 1 0( .
s'i_n_O'dO< 00) sin?0 dq,’ dy’ siny dy smydy( Y&y)
OTKyJAa BHAHO, 9T0 003 JE®<epeHNiatbHbIA YPaBHERid, KOTOPHIMB
yroeieropsieTs P, cyTh 04HO K TO Ke. '

[oxkamews Teneph, KAKAMDL 00pasoMDb npeoGpasoath P, BB
-onpexbiennnli E’rerpa.n: Jaa sroif wbam BB BhIpameHiH p cib-
aewn a=¢¥V! , Tak ¢ yroxn, saxxioualomifica MeRLy HyIeMb
@ T, TOTHO TAKDb e, KaKb 1 Y. Toraa p upuMers Baxs L+NV—I.

2 4+nn+1)P,=0.
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Ecan § mente v, To, oveBnzno, M1 mOXyIHME
¢ ¥

I— cos 5 ’ — sin 5 )
V2 (cos y—rcos ) V2 (cos § — cosy)
Ecau xe y menbe mexenn {, 10 Gyzems mmErn
sin —g— cos %
T Va(esy—cosd)  Va(eosy—oosg)
Pasiomenie xe p 10 CTENeHAM: & NPEMETH BALH
Py+Pcosy—+Picos2y+--- -+ P,cosnf+- - - -
“+V—1 (P, sin{+P,sin 2y +- - - - + P, sinnd+ - - - ')
Cpasansas L c1b akficTBETEABHOM0 9aCTBIO aTOTO PAAa, a N ¢
MHEMOI0, MBI OyaeMs auMETH
L=P,+ Pcosy—+ Pycos 2y +- - - - -+ P,cosny+ - - - -
N=Psin}¢+PFsin2y+ ...+ P, sinny—+--...

Ho no ®opmysams Dpesiaymiaro naparpada Mbl NOXyTEME

T x
2 2 .
Pn = - fL cos n41 d&l», Pn = - J‘Nsmnq,dgl,,
0 0

rat Bb nepBOMB BbIPAEEHiH, npH % — 0, Mbl JOXEHBI B3ATH NOJ0-
BHEY COOTBETCTBYOIAr0 WETErpaia, a BTopoe Bbipamenie P, He-
CHpaBeAInBo A4 n =0,

Hwka »e Bagy ppeapiaymia eeipamenia L n N, Mbl Jerko
YBHAEMB, 9T0 P, MOKeTH 6bITh DPeACTABIEHs Bb CIEAYIOMHAXT BEAAX

7 =
P 9 cos ny cos % 0 9 cos n¢ sin ..2‘!1 ¢
" 2(cosv.p—cos'y)+_7? 2 (cosy — cos ¢)’
¢ Y
Y T

p__2 sinnkl'sin%ml' L2 sinml;cos%’-d.q» .
" W \/W—cos-y) ™ @m
o T

Teneps cxbayers nosbpats, ghiicTBETEISHO AH BEIpaReRin P,
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COpABELAMBBI, W60 Mbl YHOTPEGIAXH DAABI, CXOAHMOCTb KOTOPHIXD
NOAJEEHTD A0KA3ATEIbCTBY.

Hyers 6yzers '
9 cos nd cos —g- a¢
Q== \/2(cosq’——cos-y).
]
Taks Kakb @YHKOiA ¢

Ccos 5

V2 (cos ¢ — cosy)
He BeMBHACTH 3HAKa MeKXy mpexbiamu mHTerpupoBaHis, H6o Y < T,

T0 @, No BcIenHoid BexwInnh Gyzers Mewke, HexEean
Y

2f cos%’-dv.[; 1
=) Va(oosp—cosy)
[loaTomy pas® ’
%Qo+Qlaz+Q,az’+o---+Q”az”+----
Y

Y
2 cos.g 1 ’ e 8 o *
=?f e (T ez

0
6yzerh cxoaamiiica, ecxm a < 1; HO

1 1—af :
T 21—2aco8¢+ o

—;—+acos¢+a’cos2\|}+ cees

cxbpoBaTeIrH0
%Qo+Qla+ Qaf oo+ Qa4

1
Y

1—of oS5 oy .
o= \/2(008!]#—0087) 1—21008&[’—!—-“2
0
Ho cabiass 9
Sllli-
= ’
Y
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MBI HOXYIEMD
Y

COS% dq‘

\/2(COS¢—COSY) 1— 2a cos ¢ —+ o

1

_ 0z 1
Vi—2 1 —a)’+4az‘sin’%

0

- % 1
2(1—a) V1 —2<zcos-y+a:”

T03TOMY

—2_00"'@11"‘030!’*'”"+Qu¢n+"--=l 1+a

V1 —2acos'y+-tz’.

Touno Tax® x&e, crbiapnp

T

P =_?—J. cosmlasin%dzp
" 7 ) y2(cosy—cos §)

1

B nmoxomuss $=w—1/, Mel Gyrems mwbrs, sambuas, wr0
cosn (r—¢') = (—1)"cos m[»’

_( f cos ny’ cos q,
o V2 (cos ¢/ — cos (ﬂ'—Y))

TakmMs 06pasoms, cymia

1
—2-R0+R,¢+R,az’+- coet-Roo" 4

BBIBOAHTCA U3b DPAAR, ceifyact Hamm pascMorphEmaro, moxaras
— o BMbero a 1 m— v ewkero y. CabzoBaresnno

1
-—2-R0+RIG+R’¢’+---'+_R”a”+----=—1- 1—a .
2 Vi—2acosy—+a?
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Cyuma ByXS HpeASIAINEX's PAIOBS GYAeTH CXBAyioman
1
V1 — 2z cosy—+af

=P=P0+P1°‘+“"+P..““+""

=—;-(Q0+Ro)+(Ql+Rl)az+-- . -+(Q,.+.Rn)az"+-- .

Orcioaa
P,=Q,+R,.

Hraxb, nepeoe H3b Bhipameniit P, cOBEPHIEHHO CIPABEAINBO,
YOTOMY 9TO MBI, HAS 0T HEro, HAIIXA PASIOKeHie p 110 CTENOHAMD a.
Yro6s1 nopEpETH Bropoe ush Boipamenildt P,, cxbiaeMs

Y
o [ sinnysin¥oy

Cp=— % ) y2(cos {—cos¥)
Torza cymma
Qa4+ Qo+ Q84+ =8

BBIDA3HTCA TAKD

1

oy
S———2—J sing % (xsiny —+ o¥sin 24 -+ )
— ® ) ya(cosy—cosy)

aimn

sm— o 8in $od
\F(cosq;—cos-{) T—20co8 §—+ai

Ho zerxo sEakTh, ¥T0 MBI HMEeMB

T—Sacosy+ad 2 T—2xcosy+oi + 2 %72’

. & IOTOMY
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T

S___(l—a)’f cos 5 oy
= V2 (005 ¢ —cosy) 1— 2ecos §+aF
1]

1
_W_J-\/2(cos¢—-cosy)’
]

HO [0 NPeAbIAyIIeny
'

Y
Cos 5

d9¢
\/2(cos¢—cos-y ) T—2acosy+ao® 2(1—00 \/1—2acos-y+a”

T

f cos—dq; x
V2 (cos ¢ — cosy) =72

0

CxbzoBaressHo, MEI NOXyIHMD

__I: l—a —1]
2 LVI—2acosy—+of :|

Ilycrs Gyzers Teneps

T

, 9 sin n¢ cos i oy
o 2(C0sy—cos )
Y

Ecam ub1 31 R, sawhmmis ¢ nepemkunoio «—§, Torfa mpa-
BeAeNh CyMMy

R e+ Rya?+ Ryat~+- .. + R, o +....=§

Kb TAKOMY e BHAY, Bb KaKoMs mpeicTasiserca S. Jaa Toro aro6h:

m3% S nmoxyssts S’, cxbiyers BB nepeofl 3aMEHETL o BEXHTHHO0
—a ¥ Y BeXHTHHOW 7-— Y, Takmme oGpasoMs ualizems

’ 1 14+a
§'== _1:'
2 [\/l—2acosy+a’
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H, cxbroBareinHo,
8+8'=p—1=(Q,+ B a-+(@y+ By arvor (@ Bl
=Pa+P,@ ot Pol e
Orcioza 3axkmovaeMs, ITo AhiCTBHTEARHO -
P,=¢,+R,.

Ilepeiizems Temepsr Kb ®0pMyIaMs, B306PaRAIOMAME NPOH3-
BOABHBIA OYHKIIH, I JOKAKEMB, YTO PALD

n=0c0 2% .
22”+1f in’ 00’ fp F§,¢) dg"
n=—~o

€H0COGEHD BBIPASHTh NPOH3BOIbHYI0 ®yHKnio f(9,9), ecanm mpx 6=0,
312 @YHKNiA AEI2€TCA HE3ABHCHMOI OTH @ H OPHTOMB BB BbIpa-
merin P, subcro cos y nocrapieHa BeXmyHHA.

cos § cos 8’ —+- sin 0 sin §' cos (p — 9).

Mbi cHa%aia noX0AMDb O = O 7 HANHMeEMT B> mpeAbIAYIIEMb
park y subero 6, u6o BB aroM® caygat cos ' =cos y. Kpowk Toro
TOXOKHMD

27
2= | F0,¢)0 =F@)=F).
[ ]

Takams 06pasoMs npepsIAYMii PAxs npEMeTs cxbyyromii
BHAD

T
= 1 [ (B3R + BB @n 1) By ) F(y)siny dy.
0

O6ospaunms depess S, cyMMy n —+ 1 NEpBEIXB WIEHOBS 9TOTO
pAia, TaKb 9TO

k3

S, = —;—f (P,+3P,+----+(2n+1)P,) F(y)sinydy

0
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¥ Bafizems, kb Kaxowmy upepkiay crpemnmres S, no mbph yseamdeHia
wEcia n. Cymmy S, MbI pasiomeMs Ba A8E vacru: '

1 .
=?f(Po+1’1+P,+----+P,)F(7)mnydy,

T
Un=f(Pl+2P,+ 3P, —+-----+nP,) F(y)siny dy.

Ilo mepBoMy 3% NPeABIAYIIEXT BEIpamkemiii P, 8b onpexbien-
HbIX'h HHTErpajaxb, Mbl uMBeMs
T
1 cos %)' dd‘
Po—.o-P1+- cort-P = - s i—oop (1+2 cos¢+2cos2¢+- -2}
0
=
) sin-¥ oy

£ V2 (cosy — cos ¢§)
0

(1+2cos+-:-)

Ho Taxxe MpI uMEeMB

s 2na-1
sin=——¢

14 2cosdi-+2c082¢ 4+ -2 —————
Sln'gkll

cxbroBaTeanHO
T

¢ 2% -+ 1
1 . oS5 8 $o¢
I =— F(y)sinyad
" Q“J‘{ (siny Y[ in%\/2(cos¢—cos-y)

sm——s1n2"+1 $od ]
nd \/2 (cosy—cos q,)J
Hepeu'l;ﬂnm 3.u.'f;Cb npexbasl HHTErPHPOBaHiA HA OCHOBAHIR
ypasnenid

fdwff (x,y)dy = }0?/ ff (#,y) oz,
0 0 0 Y

CIPABEAIHBOCTh KOTODATO BAAHA 3B TOTO, YTO T2 E ADYrad YACTH
9TOr0 YpaBHEHIA NPeACTABIAIOTH O06LeMb, 3aKAOYEHHBIH MEeELY
NOBEPXHOCTBIO #==f(z,y) ® nXockocTaMA z=0, y=0, s=2a
H y =z, Npejuoxaras, 9T0 Z, y, # CyTh UPAMOYTOAbHLIA KOOPAH-
HATBI.

Takums 06pasoMs, 09eBHAHO, MbI GyAeMDb EMETH

T

JF( Jsinyd cos%smm;'lq;dq;
sin
Lot sing\/Q(cosq;—-cos«y)

0 0
2n+1 -
Cco8 5} sm 3 (Pdt[; F(Y) sin .YdY
- g V2 (cos ¢ — cos )

¥

H TOYHO TaKD Ke

ki3 ®

fF( ) - Smgs 2“+1\lld\ll
sin
PERTH fmn—V2(cosy—cos

0

2n+ 1
—J sin -+ w (: J- F(y)sin ydy ] .
V2 (cosy —cos §)

0

Hoatomy, cabiass

- ]
_ i F(y)sinydy M
P (’-lf) €08 9 :{ \/W ~+-sin 2 ! \/ 2(cos y—cos '-Il)

MBI DOXyTEMD



(2n + 1) ¢
T=lf“ @ ().
S sin - ‘li

2

Tak® KaKD @yHENiA '
siny
V2 (o8 §— cos )
se nanbusers sEaka MemAy ¢ w =, npexbiamMm HATErpUpOBAHiA OT-
HOCHTEIhHO Y, TO O3HAYHBD Yepedh L Ham6oibmIyI0 BEXHIRHY, KO-
Topyio npumEMaers F(Y) otk y=10, %0 Y=, Mbl X€rko HOiy-
9EME cXBAyIOmia HepaBeHCTBA

F(y)sin ydy sin yoy __ 12 ’
V2 (cos § —cosvy) <L V2(cos¢—cosy) 2L cos 2

_Fsnydy g,

sin yoy — OT i
V2 (cos y —cos §) 2Lsin

V2(cosy—cosd) 2

Ot—ﬂ_e_ -E-Q——ﬁa

[
f

Orcioza
@) < 2L.

TaxaMs oGpa3oms, ecan F'y ne o6pamaercd Bb Ge3KOHETHOCTD
ors y=0 a0 y=n1, To L TaKkEe He ecTh Ge3KoHEIHOCTh, & cxh-
Aosarespo &P (}) mmbers TO XKe caMoe CBOHCTBO, TO eCTb He Abe
JaeTcA Ge3KoHeIHOCTHIO 0T =10 a0 ¢ =1,

Ioxaraa ¢ = 22, mm1 T, npusegems Kb cxbayiomemy Bagy

x

2
1 J‘ Bin (2_n +1)z

sme

T =

n ™

®(22) 0.
0

IloaToMy, umba BB BHAY IpejbIAyHIiA TeopeMbl, MbI YBHAUMD,
aro I, npE n=oco mmbers npexbions BeAnIEHY

1
—§-¢(O),
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nan cxbayiomyio x
1
_é—f F(y)cos%—dy.
0

Pazcmorpmns Tenmeph, Kb Kakomy mpexkay crpemmrea U, npu
HeonpexbieHHOMD yBeIndeHid n.

Me1, ocuoBsiBasch Ba BTopoM® Bhipaxenim P, 8% onpepkien-
HBIX> HHTErpaiax’b, 09eBHIHO HOJIyIHME

P+ 2P, + 3P +--.--+nP, =

.
Sln'z—dql

V2 (cos ¢ —cos¥y)

|
ale

o

(sing + 25sin 2§ +~----+-nsinng)

T
cos — 6!.[)
V2 (cosy—cos {)

.|.
s

2

(sin—+2 sin 24 +--- -+ nsinnd).

T

Toarony, oGosmasas cymmy sind —+ 2sin 24 +--- + nsinnd
gepess k, Mb1 6yzems ambTh

T

ksin — d¢
U =—=2 | F(y)sinydy 2 +
" ‘“7 vERY V2 (cos ¢ —cosy)
0

0

k3

k cos - 0¢
42 JF@) siny dy 2 :
T V2 (cosy—cos ¢)
0 T
Tlepembass npeakisl, no Bhime nprBejeRHof ®opMyxs, Mbr mo-
Ay9UMT b ¥

i ksin - ¥ aq,
Flnsinydy \/2 (cos ¢ —cos )

_ 4 F(y)sinvy dy
fksm oy Um :
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k3

J- . f kcos 5 ¢
F(Y)SllleY m

0

-

T

<

— Yo _Fsinydy 7
_.ofkcos.2 (MJL[W

0

Taxumsb o6pasomdb, rhias

——gj ¢ F(y) sinydy ‘e 4) F(y)sinyoy
P, () Sin f V2 (cosy—cos ) f V2 (cos y—cos §)

Mbt Oytems BMETH
=2 [@,kip =2 [&,@)cing-r 26n2p+-- - oy,

Jerxo eapkTs, 910 P, ({) € 06pamaerca B 6e3KOHCIHOCTH NAA
Bekx®s 3padenid nepembanod ¢, ory $ =0 g0 ¢ ==. Iro M1 fo-
KameMb TOYHO TaKh e, KAKD H TpemAae, NOTOMY 9YTO BE BHIpa-
menie @, () Bxozars Thike caMble HHTEerpaibl, Kakie BXOARIN Bb
BeIpaKenie @ ({).

Berpamenie U, MbI MOEeMS NPEJCTABATH BB CIEAYOmMeM s BHLE
©~
2 . . .
0,= — f(bl(q;)(smv.[»+ 2802y 4 -+ nsinnd)dy =
0

k3

d l+cosq;+cos 2¢ 4 - - -—-cos nd
2 .

0
™

1 d sin @rn+1)§
2
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Ecm 661 @, (}) 66132 Henpeprisaa oTs P, (0) xo P, (r) (mpex-
nosaraa nepembmuyio ¢ mawbasomeroca orb § =0, Jo y =),
YTO MBI CefiyaCh M JOKAKEM'B, TO MBI HMEJW Gbl, RHTETPAPYA 0O
YacTAMB,

n / .n(2n+l)v.|» n sin (2n+1)¢
o2 (T2 ap= | &) ———0p,
' tl) o} sin% %

(1] 0
A60 vAeHD
' sin (2n + 1) ]
o) ——g—
sin ?

Hciesaers npr =0 n ¢ ==, a cxbroBaTesbHo, 1O oprmek
nenpephisHocTE P, ({), npesbiaymee GbLio Gb1 CUPaBeLIHBO.
Y106kl AOKA3ATH HeNPEPHIBHOCTE oYHKNiE P, (), AoKameMD ITO
KA ABIE A3 HHTETPAJIOED, € COCTABNAMIAX:, AMEETD 5T0 CBOACTBO.
IIyers 6yaers x
f F(y)sinydy
9 V2 (cos § —cosy)

¢
J‘ F(y)sinydy

2 (cosy—cos )

0

Ecau mb1 Bb § uEcro ¢ nocrasums ¢ —+-¢ ¥ BEITEMB H3b HI0-
IydeHHod qummin BEJIHYHHY S, TO paaﬂoc'rs Gyzers cxbayomasn

J‘ F(y)siny dy f F(y)sinydy __
Ve (cosy—cos W—+¢) V2 (cosy —cos §)

— f F(y) sinydy
V2 [c

08y — 08 ({ —+¢)]

_ siny siny .
f Fy) [\/2 [cosy—cos ] \/ 2 [cosy —cos (¢ + e)]] T

b*
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Taks vaxb maomuTesr mpu F(y) BD HePBOMD H3B HHTErPAIOBD
BTOpOi# 9acTd nocxbamAro ypaspesis He uamEHAETH 3HAKA MERLY
npexbiaMu WETErpRPOBABiA, TO, 0362484, 110 IPERBEMY, BARGOIBIIYIO
Beanunny F(y) sepess L, M1 moxydnms

P+e $tre
f F(y) sinydy <1 sinvydy —
3 V2 [cos y — cos (¢ ~4-¢)] 3 V2 [cos y —cos (¢ —+¢)]

. £ . £
= 2L sin—- sin (q»—'— _2_).

Ilo Toii me npmumel BTOpO#l W3H YHOMAHYTHIX'H HHTErPAIOBT
0 YHCAeHHO#l Bexndunl He mpeB3oiAeTh KoJHYeCcTBa

.Y . Y—c . & . € )]
sin -+ — sin “+ —sin(¢+—) |
2L[ 3 3 Sin—-§ (z]; 3
Takems 06pasoMs 06a HHTerpaia HCYE3HYTH NPH €= 0, a
crbioBaTeNbHO W pascMATPHBaeMad pasuocts. MIT4KE s ecTh menpe-
poiBRad @yHKNia nepembanoi . Toano TakAMS Ke 06pPa30MB MOKEO
AOKa3aTh HENPEPHIBEOCTh ®YHKNOiK 7. IloaToMy Bhipamenie

T

: 1
7, o e )L

smE
n

cIpaBeAJHEo.

Cv apyroit croporsl, cabsars ¢ = 22 noxb HHTErpaioMb BbIl-
paxenis U, mb1 ysngumt, gro U, npm BeompenbieHHoMb yBean-
genin » mmbers npexbions seswanay ) (0).

Haijizems Temeps a1y Beamumny. Tak® Kakb Mol nmbems

4 .
@, () == 8€08 5 — 7 8in
TO MbI IOXY9RMB

’ _ 1 . ql 1 _‘.Il_ 0s Ll}_ or . Ll)
¢1(¢)_——2—ssm§ g TS5 - Gre0sy PN
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Takums o6pasoms, moxaras ¢ = 0, M1 Gyaems umbTh

F(y) sinydy
2 (cosy—cose)

1 .
0. 1 r

§=0, r=fF(y)cos%07, 0—1 = npejg. —e—J 7
0 0

[ycrs 6yayTs A RanGoivmas ¥ B sauMeHbIas BEANIHHA DYBK-
0s
nin F(y) mempy npepbiamm y=0 # y==¢; TOr/a BeINIAHA o

npa ¢ = 0, 6yAerh COACPRATLCA MeKLy ABYMS BEAMIHHAMA

. g . €
SN - Sin —

2A€2n2B 2

pasymba nopp e GeskomeuHo-maxyro BeinmHy. Ho o6F mocabamia
8
BelRgunb! npu ¢ =0 pasab! KoamgecTBy £ (0); moaTomy a0 =F(0)

npa § =0.
Coo6pasRasch Cb NpeAbIAYIAMA SOPMYIAMA, MbI NOJYYAMD

' 1
@, (0) = F(0)— f F (y)cos L-dy.
0

Takams 06pas3oMdb A3B NPEAbIAYMAro Ml BRAAMS, 4TO npexbis
T, ects

T

1 Y

= f F(y)eos L0y,
0

a npexbas U, ectb

x
FO)— 5 [F@eosoy;
0
noaromy npeabrs S, =T, + U, ects
2n
F(0) =4 [1(0,4)d9"
0

Heo6xoxmmo 3ambrETs, 910 @) (}) MOMETH HHOTAa XbIaThCH
6eskoneunocTsio Add TEXH BexwgdHb §, OpH KoTopeixh F(Y) ecth
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BeJHYAHA NpepbIBHAA, HO 9To He MEmaeTs ToMy, YT0GEI NPEABIAYINia
n3cxbaoBania 6bIA cupasejInBbI, HGO

¢
(e @ap=a

He gxhiaercs Ge3KOHEYHOCTHIO, W €CTh PYRKI[id HenpepbIBHAA Hepe-
whanoil §. Bb aToms caysak, kaks mel 3aMbTran pambme, UATErpayh
h . q’
S # ’
fm‘l’l )9}
0
Bcersa mukers npexkaoms npu ¢ =oo sexnmay P (0).

Ecan oynrnia f(9, ¢) Taxosa, 9ro mpu 6 = 0 ona me 6yzers
copepxaTs nepembanoi ¢, To

2n
FO) =3 [£0,¢)05' =1(©,9),

u F(0) GyaeTs BeandnHoOK PARa
T
1
§=5 f (P, +3P,4-5P,++++(2n—+1) P, +--) F(y)sin ydy.
0

Boo6me xe 6yieTs
2%
1 "
§ =g [10,8)05.
0

BooGpasum®s Tenmeps mapb, ONHCAHHBNA PajiycoMb PAaBHBIMD
exununs. BossMeMh HA NOBEPXHOCTH ero HPOM3BOIbHYI TOKYy M,
9epesb KOTOPYI0 HPOBEAEMD JYTY GOJbHIOr0 Kpyra.

Hoxomenie kako#f HE ecTh TOYKE Ha NOBEDXHOCTH IIapa ompe-
AbamTeH, ecXn Mb1 3HaeMB pascrosmie ed orb M mo ayrk Goasmoro
Kpyra ¥ yroxb, COCTaBifieMbli 3Tol0 mocxbimero c» mEkoropoio mo-
CTOAHHOIO AYrolo 60bmoro Kpyra. O3HaYEME YUOMSHYTOE PasCToA-
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mie sepess O’ H yroxs gsepess ¢. B Takoms ciyual
P13
’ 1 . ’ ’
Ft) =5 [1(0,¢)%
0

cCTh Cpejas apHoMeTHYeCKad B35 BCEX'b 38aveniil eyHKNid f ®,9),
KOTOpbIH OHA IDHHEMAETD AIA TOUEKD NOBEDXHOCTH IIApA, JEHa-
IEXs HA OKPYRHOCTH MAJAT0 KpYTa, COOTBETCTBYIOMAr0 pascros-
gito O oTs Touku M. Beanumny xe F'(0) Mbl MOZREMD PA3CMATPHBATS,
KAKb CPEAHIOl0 apReMeTHIecKylo B3b BehxD 3naveniil eyHKNiR f 0',9)
B4 OKDY/KHOCTH Kpyra, CoOTRETCTBYIOMAI0 G6e3KOHETHO MAJOMY
3naveaiio 0.

BossMems Teneps pAaxh

71=00 kid 2
.V= Z 2”4—1:—1 fSiD er ()0' fpn f(O', ?1) ()?,.
n=0 0 0

CpaBEEEAf ero cb PAAOMD S, Mbl BUAMD, IT0 Bb HHTEIPataxs,
cOOTBETCTBYIOMEUXD Bh TOMB W ADYTOMb DALY OAHOMY H TOMY Xe
9HeAy %, ®YHKIiA DOKH HETErpAIOMb COCTONTH 3B ABYXD MHOKA-
Teacii: opums ects f(¥', ¢)sin 0’06 dg’, oanosravymii B6 pagy S u
Bb pafy V; apyroil ects P, , KOTOPbIH BB BhIpaKeHin S COACPRATD
cos ', a BB Beipamenin ¥ Burkcro cost', corepmATh

cos y == cos f cos 8’ -+ sin 0 sin 0 cos (p — qa'),

rxh y 03HauaeTh, cxbioBaTENLHO, pascroanie Toaxn (9, ¢) no xyrk
6oabmOr0 Kpyra, OTh TOYKH @, ¢'). Takmmb 0GpasoMs paas S
oramiaercs oTh paja V rhwb, ro BB mocxbimemdh Hauaio pas-
croariii O nepeneceno Bb TOIKY (¢, 9). Taxmms o6pasoMs paxb v,
eCTh cXOAAMilica TaKD /&e KaKb ¥ pAxb S # A306pazkaeTh CPeAHI00

apHeMerTHIcckylo Bekxs smavemidi oymknid f (¢',¢') Ba OKpymHOCTH

Ge3KOHEYHO MaJlar0 Kpyra, ONHCAHEArO GE3KOHEYHO MAIBIME Cde-
PHIECKAMD PafiyCOMb, OKOXO TOUKH (6, ¢). HeoGxogmmo samETaTs,
9T0 OPHYEEA OXWHAKOBOCTH PE3yIbTATOBD OTHOCHTEAbHO PAOBD S

~



—_ 72 —

H V ecTs 0T9ACTH W TA, YTO HHTErPANBI KaKb Bh OLHOMD pARy,
TaKb E BB JDYrOMB pacupocTpameRsl Ha nEIyi0 moBePXHOCTH
mapa. _

Ecxn npn 6 = 0 nepembunan ¢ ucaesaers »b oynrnin f 0, 9),
TO 1o npeppiAymeMy V uzobpasaTs sHadenie oymkmin f(0, @) A
T09KH (9, ).

Taxums 06pasoMs JaHHOE NpefIoKeRie JOKA3AHO.

Hycrs 6yxyrs Teneps X, 1 ¥, 18k oynxnin, YAOBAETBOPAOMLis
YPaBHeRiAMD

1 X, 1 #
SmO%—(smO )+sm’0 d:{" +nn+1)X =0

1 0 Y, 1 Y,
- (s1 no )+sm‘“9 P +m(m-+1)Y, =0.

Pascuo'rpnm, 9emy 6y11er'b PaBeHd HHTErDash
T 27

| sin 000 of X, ¥, dp=N.

0

Hoxcrasasa Bp N Beamamny X, H3b NpeAbIAYIIATO ypaBHeHid,
Mbl 6yiems aMbTe

smO
N=— n(n+1)JJ Y dedcp

T 2

1 1 #X,
n(n+1)ffsm0 d<p T, n 90 0p.
0

Ho, narerpapys mo uactsams, mul mvkens

T

(sm 62 aX" sm 9 aY
Y 00 = "00

H TOYHO TaKb ke

"”Xny 0 = aj,{“X dg;

crbaopareanno,

bmﬁ "’) 1 @y,
N=— n(n+1)JJ o+ sin 6 dco )()90(9

HAM WHAYE
m(m—+1)
n(n—+1) N.

N=

Ecad m u n pasanumsl, T0 A0MKHO ObiTh N =0, ecan :xe m=mn
To nocrbiaee paBCHCTBO 00pallaeTcd Bh TOKAECTBO.
[Tokaxens Teneps, 4eMy paBeR’h HHTErparb

T™ 2T

N'= [ [P,¥,sinbiqd.

Ecxn ub1 nepembanns 0 1 ¢ Ha o m ¢’ m o6paTHO BB ypaBmeHiv

n=00 T 2T

2 1 * ’ 4 - ’ 4 14
0,9 =3 2t Janf(O,tp)smOdqu;,
n=0 0 0
TO NOAYYHMB
n—co T 7T
ro 2 1 .
f0,9) =L [ [Pf(6,9)sin0 005,
n=0 0 0

Bossuens aykes swhero oymxnin (9, ¢) Beananny Y, u o3na-
s Bexmunay [ (9 q;') yepess Y,. Torza, no npegpinyimeny, Bo
BTOpO#l wacTH nocxbAEATO ypaBHEHiA HCYe3RyTH BCH WAedbl HCKIIO-
dad OAMHD

rd

T 2T

2"+1ffp ¥, 5in 6 06 g,

0 0
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IToatomy mb1 Gyzems mmbre

T 27

ffp Y, sin0000p =57 ¥,

Jlerko smgbre Ha ocHOBaRim mocakiEaAro IpeAJOMmenid, 9TO
npom3BoisBaf oyuknia f(9,¢) me momern mwErs Goxke ogsoro
pas.no;fceﬂia mo oyskniswb BeEga P,. Ilycrs 6ysers X, u ¥, ash
TYHKOIE OAHOLO pOAA Cb PYHKIielo P,, ¥ HOJIOKHMD, ITO Cymie-
CTBYIOTD JBa Pa3AMIHBLI PA3XOMRCHIA

f(e,?)=Yo+Yl+-.+yn+
F0,0)= Ky Xy X o

Yunomas o6a aTe ypasmemin ma P, sin0d0dp B maTerpmpys
0T 0 =0, 9 =0, a0 § ==, ¢ = 2, Mb1 GyAens mmbrn

™ 27T T 9 T om

[ [Pur@,9)sin0o00g= | [P, 50000~ [ [P, X, sin 80005,
0 0 00 0 0

OTKYAA, 03HaYa# depess Y, " u X' T0, TEMB cn'l;.mxo'rcn OYHKIiH
Y, v X, ecin Bp HEXD 3aw1;}mm> ¢ 1 0 gepeas ¢ u &, u3b mo-
c.ﬂmﬂﬂro YPaBHEHif MbI HOXYIRME

4

—_ —_— 4
In-+1 2n+1 X

i
Yn = Xn’
OTKyAa cIbAyeTs TOMRJECTBEHHOCTH NPEANOXOKEHHBIXD ABYXD pas-
I0ReHii.
Boo6me myxu0 3amBTaATH, 9TO HHTErPAXD
T 2T

[ [, Z,sin0009

00

BCEr/la MOKETH NOAYIATHCA Bh KOHCYHOMD BALE 110 0GHIKEOBERHBIME
IPaBHIAMD. '
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Popmyas! HAME PascMOTPEEABIA JAIOTDH CPEACTBA HPEACTABATH
NpOH3BOAGHYI0 YHKNiI0 BHYTDH mapa JAamHATO pajiyca. Iyers
GyaeTd mbxoTopan NpPOM3BOAbHAH @YBENiA f(r,9,9) Tpexs moxp-
RBIX'h KOODAMEATD 7, O B ¢, KOTODbIA Cb KOOPAHHATAME TPAMOYIOJb-
HBIME Z, ¥ W Z CBA3BIBAIOTCH yPABHCHIAMH

s=rcos0, y=rsinOcosp, z=rsin0sing.

v
IIpecraseMt ce6h maph, OMMCARHBI PailycoMb ! OKOJIO Ha-
9a1a NOAADHBIX'S KOOPAEAATH. Toria BTOPAA JACTh ypaBHeHiA

f(r,0,0)=— Jf(r 0,9) 0 +— lEcosmr(fcos fir, e,?)or)

A306pa3ATh NPOH3BOABEYI0 YRKD{I0 f(r,0,9) Aid BEXWIRHD T OTH
r=0 30 r=1, u jaa Bckxb BO3MOKHHIXD 3mateniii O u 9. Cb
ApyToit CTOpOHBI IO HpEABIAYIEMD HOPMyJaMh Mbl BMbens

n—~e0 T 97
£0,0,9) = 3 2 t2 f f Pf(,0,¢)sin g o8 g,
n=0 0 0

TloaTomy, nofcTaBAsiA 3T0TH PALS BMECTO SYHKNIN (',0,9) 8B
npefbIAymee ypaBaeHie, Mbl NOXyIAMD

n=~Cco 1 T AT
f(r,0,9)= 1 l‘_l(2n+l)[fff1’ £, ¥, o) or o' 9’ s1n6:|+
n=0 00 0
3"'@) n=co ] T AT
v Do s‘}"”%zmwl)f f | cos TP, 0,0, )0r'00' 09 sme}
t=1 =0 000

Hoxomams, aro 3xkch ! phaaerca 6e3KOHEUHBIMD; TOIA2 MOKHO

cxbaaTh in -
T = = da

¥ nocabanas ®opMyla, Bb KOTOpOo# OAMED YiCHD HCYE3HETD 10 MpH-

1
uprb  GesKoHedHO-MAIAr0 MHORATEId —-, obparatcad BB cxb-
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Ayiomyio:
f(rr e; ?)z
n=co © O T 27w
=2lﬁ§2(2n+1)fffan cos arcosar’ f(r', 0, ¢') sinb’ 9’ 96’ oo,
n=0 0 0 00

J1a nocabEAs @OpMyIA AaeTh DpPOH3BOABHYIO ®YHENil0 XA
BChX's BO3MOKEBIX'D 3Ravenii 7, 0 u @, HI¥ MHAYE, AXA BCEX'D TOYCKD
IPOCTPAHCTBA, TOrAA KaKb UPEABIYWIAS <OPMYJa AaeTh OPOH3-
BOJBHYIO @yBKLito f(r,0, ) Toxbko BHYTPE mapa paaiyca J.

Y paBrenie

h=C0O ™ 2n

f0,9)=3 2= [ [P,f0,9)sin0000g
=0 0 0

MOZHO COEAMHATb Ch APYTMMH, OTHOCAIMMECH Kb ®YHKIIAMD OJHOR
nepenbEROA, B modydaTs TAKEMD 06pa3oMD $OpPMYAbI, H300pamalo-
INiA OPOHSBOALABIA PYHKNIA BEYTDH MApa AAHHATO pajiyca.

3ambTanD, KoHUAN CTATHI0 O ®0pMylaxb, H306DAZKAIOIEXD
OPOH3BOABHDIA $YHKIiM, 9TO HA OCHOBAHIM DPEABIAYIUXDH COPMYNH
MO/RHO IOAYYHTH Bh KOHEIHOMD BHAE WHTerpars

T 27
Y, sin 6 96 do .
V1 — 2a [cos 6 cos &’ —+ sin O sin O’ cos (p—¢))] +a?

M <~
I

0 0

IlbitcTBaTeabro, ecanm o < 1, To passaras N0 bHATErPAIBHYIO
PYHKIiI0 10 BO3PACTAIIEMD CTENEHAMD o, Mbl YBHARMD, 9TO KO3D-
THUIIeHTHI HePeih PA3IAYHBIMI CTCUEHAMHE Bh Pa30KeHiN B 6yayrnp

BUJA
T 9%

[ [P Tsmo0g

o 0

H, crbposateibHo, yHmuTOMaTeH BCXBACTBie BBl CKA3AHHATO,

—_ 7 —
Ocragerca OAuHDd 9JEHT
T 2™
(P 7 sin000dp ="y
* n oS0 =1
0 0

KOTOPbIH B GYAETH UPEACTABIATh BeIMyuEy f3.

Koraja « > 1, 10 cabiyers oymKLil0 DOADL MHTErPaIOMb pa3-
I0KATH 10 YObIBAOMAND cTenenams a. Koseeunisars npa o "+
Gyaers P,; 003toMy MbI TaKKe, KaKb W NPEEJe, 3aKIOIAMD 9T0

41—\- 1
IPUEEMAETD BEIHIHHY T Y,.



I'TABA II.

Mpunomenie npeabiayuwuxs (opMyns kb onpeabneHiio nponssob-
HbIXb (PyHHUi BB HHTErpanaxs AMHEAHLIXD yPaBHEHiAl Cb YaCTHHIMK
NPOU3BOHBIMH,

1. Yciosia pasimausix’s BOIPOCOBS, NPABOASMEXS Kb HHTEIDH-
poBaHil0 JHHEAHHIX'D YpaBHEHi#l Ch IACTHLIME NPOH3BOAHBIMA MOTYTH
6bITh BechbMa pa3rmdmbi, HO TEMD He Menbe MokEO HXB paspbanth
Ha ABa oTAbia: OJWHB POAB YCIAOBii OTHOCHTCH Kb BOOpPOCAMD, Bb
KOTOPBbIX'h pa3cmaTpuBaerTcs TEI0 ¢b 6e3koneunsiMA m3vbpeniamu;
Apyrofi poA® yCAOBifi OTHOCETCA Kb Thiams cb m3mbpeniaMm Ko-
HEYHBIMH. '

Bt nepsoms caysat Tpebyerca Goabmero 9acriio, 9TO6bI HCKO-
Mad @YREOiA ¥ oECKOIBKO €A NpOE3BOAHBIXH HO OJHOH H3B HmEpe-
wEEHBIX'D 0GPAINAINCh Bb JaHHbIA SYHKINIA OPOYAXD NepeMBHEBIXD
npr HEKOTOPOMD MOCTOAHHOMD 3HaYeHiW aToR mepemBHROE.

Bo Bropoms caxysak, kponk noxo6mbIXD yCI0Bid, CylIeCTBYIOTH
eme Apyris, oTHOCAMiACH Kb KpAfHAM'S TOYKAMD PASCMATPHBACMATO
Bb 3ajavb Thia.

YecioBiauts mepBaro poia BCETia MOMSBO YAOBIETBODHTB, €CIH
' ypasHeHi¢, Kb KOTOpOMYy NpHBOAHTDH 3ajaya €CTh XHHEHHOE W CBb
IOCTOAHHBIMA KOILPUIICHTAME; YCIOBiA e BTOPOTO poja mpex-
CTaBIAIOTH 60ablliA TPYAHOCTH, Bh TOMD OTHOMICHIN, 9TO BCETAa
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HY/KHO Y3HATb BHJD RHTErpata JaHBaro ypaBHeHis, KOTODbIE IpH-
wEREMD Kb PascMATPHBAEMOMY CIYYalo, M NIPEACTABATH OPOH3BONb-
Hyl0 ®yHKOiI0O Bb BRAE paja, pacnoiomemnaro no BEKOTODBIMB
mepiOAMYECKAMs SYHKHOiAME, KOTODbIA 9acTO HE MOTYTH GbITh Bbi-
pamens! Bb KOHeJHOMD BAAE.

PascmoTpuMs CHaYaxa, KAKAMB 06Da30MDb YAOBAETBODHTH yCAO-
BiAMD nEpBaro poia, W NOJO/KEMD 9TO JAAA WHTCTDHPOBAHIA AAHO
agnefinoe ypaBHEHiC Cb NOCTOAHHBIME KO3®PHILIdHTAMA

(1) L=o0,

Bb KOTOpPOE BXOAHTDL MCKOMaA ®YHKNiA % R nepembBHbIA HE3ABH-
CHMBIA ¥, &, Y, £,. ..., YHCIO KOTOPBIXD OYCTH OyAETH # —+ 1.

Iloxommm®b, yro Bb ypaBHeHinm (1) HpOW3BOJHAA YHKOIR %

M™u
BBICHIATO NOPAAKAE OTHOCHTEILHO ¢ €CTh gt Toraa npezaoxennoe

ypaBHeHie NPEACTABHTH cxBayiomia 06CTOATEALCTBA: OHO 3aKIIO-
9aeTh CYMMY YaCTHHIX'h IPOH3BOABBIXD PYHKLIA % 1O &, Y, ,....,
YMHOREHHBIX'S Ha BKOTODBIA nocTosRAbIA, CyMMY 3Ty Mbl 03HAYHEMD
yepess §,%. B0 BTOPBIX'B, OHO 3aKNI0Y2ETH MOZOGHYIO CyMMY OTHO-

. Ou
CHATCAIRHO YACTHBIXD NPOH3BOAHBIXH PYHRIIK 9t no TEMb Ke nepe-

ou
MEEHBIMD Z, ¥, 2,. ... DTy CyMMy Mbl O3HAYBMB Yepe3d Slﬁ-
Jaxbe, ypasHenie (1) 3axio9aers HOAOOHYIO CYMMY OTHOCH-

. u .
TEAbHO ®YHKIIA 98 H TaKld RC CYMMbl OTHOCHTEABIIO Cl’ﬁ}lymlllﬂX’B

IPOM3BOABHBIX'D
gu du .. u
A o™
Takif cymMe1 Mbl 03HaUAM COOTBETCTBEHHO Yepe3n
Fu Pu ™u
o W e

IloatomMy ypaBmenmi¢ (1) mMomeTh OBITH IpeACTaBIeHO BH cXE-
aywmens gk

@ L=8u+3%

1ot

m
+32%‘+----+3 Mu

mggm

=0.
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HaiizeMs uwHTErparh 3TOr0 ypaBHEHis NOAH yCAOBieMD, ITOOBI
ou u d”‘— %
PYHKOIH %, — rraler LR — obpalaJacy CcOOTBETCTBEBBO BB

crbayromia oynknin nepembasbIXs %, ¥, 2,. ... opn t =0:
®) f,@,y,2....), fi@ye....0.... fo_.@y2....)

Hyers 6yayre N,, N,,.... N, ubKkoropbia oymKOim f;
TOT/i2 MbI MOKEMB NOJIOKATH
N “+-00 :
U= @,%‘ffND e&(ﬁ—ﬁ') \/:I eB(y—.’I’) ‘/:T.ﬂ) (m” y’,...) 01;’ ay’...da 03..-

(2 )nff N ea(a:—x')\/— e?’(y-?/ )\/‘* fx (x, J, ) or 0J e 03 .

(4) +o0 _
! ! ' r s
@) f Ny &)1 SU~Y)VLf (o, /) 0a Oy~ 0B~

Jia oyaknin ¥ JoAEHBI GbITh crbIyiomis yciosid: OEa JOAKHAD
YAOBICTBODATHL ypaBHerilo (2) n npw { = (0 Kakb caMa 0BA, TaKB H
nocxb0BaTeAbHBIA €5 OPOU3BOAHDIA AONKHBI 00PAMATHCA Bh NPOA3 -

BOJbHBbIA ©YHKOR (3). Bropomy ycaosito, 09eBHAHO, YACBACTBOPHMD,
ecan opn ¢ = 0 nmbems:

dN, 2 N, d™—1 N,
,Nozly 70=01 'WQOZO,.... —dt—m’—l— =0
ON, AN, om—1 N,
N=0, =1, —3=0,.... —m5=0
(5) dN, @ N, Jm—1N,
@ |w=0, Moo, Ty, . TN
ON,_ __ #N, __ om 1N, __
Nm——1=01 *32 IZAO; 0:;1: 1=0, dtm—”l‘_l—l'

o0
1 ) 'y ry r
* G f fN WL By )V=Lp (1 o )0 Oy 000 -
—w .
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Ilycts GyAeTh JaA COKpamiCHiaA

2 @)V Bl—y) V=1 jyle—)V—1 M,
f(',(x',y',z’,....)dx'dy'dg'....09;0(307....-:)\0’
fl(xl’ y,, 5’,"") dx’dy ()5"'"0aap dY....= }\“
fﬂ(x’iy'i 5',“")095’01/’05'----00:0@07----=)\2,

fm_1 (xr, yr, 5'7'...) ax' ayl 65" .--0a ap d‘Y....—_—- )\m—l

Kpouk Toro 6yaems nucaTs 417 COKpAIIEHiA OAMED HHTErpaib-
HBlil 3RaKB Bubero 27 — kpatraro. Torza ypasgenie (4) MOKETh
6BIT RANHECAHO B BEAE

6 u=g5 ),,UMQON A Nt-dy Nyt oo, N, 1)]

Jag Toro, wTo6bI YAOBIETBODATH IpPEJIOKEHHOMY YPABHEHIIO
saMETHMB, 9TO NPA AMGLEPEHNAPOBAHIR % OTHOCHTEABHO &, Y, 2;....
cabayers IndoepeHnApOBATh MHOMKHTeXd M noxb HHIErpaJbHBIMB
saakoms. Cb Apyro#f CTOpOHBI, Mbl 09eBHARO AMBeMD

QPG t8 IS
oxP oyl 02" - - - do®

=appq .38 (\/ 1)p+q+'r+ s M;

cakI0BATENBHO, 110 CMBICIY 3HAKONOXOMKEHiH 8y, 8, 85,. ... &
MbI [OAY9EMD

Sy M= A, M, 3, M= A4, M, SGM=A4,M, -, 3, M=A, M,

m—1?

rak Ay, 4,, 4;,.... 4, cyrs abKoTOpEIA OnpexbIeHHbIA HOCTO-
AHEBIA BeIdunmabl. JIPATOMB, Takh KAaKDb mepeMBHAYIO £ 3aKI0YAIOTD
ToXbKO MHOKETEIR N, N, N,,...., N,_,, TO, NOACTaBIAA Bbl-
pamenie (6) BubcTo Jarnoil @YHKIIM % Bh OPEAIOKEHHOE ypaBHeHie,
Ml 6yzeMdb AMETDL

6
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| A0M00N0+11N+7\2N+---+7\ . A

+fAlM(7\o'qg—o 1 dt )\ﬂdt m—loNg;—l)
0= +fA M(NdﬂNo 10;1:7' )‘2 dt’ Paeerd, dﬁl‘;rtzbl)

+J‘4 M(7‘0 o Ald:tfl 7‘2 0t”‘ et g )

Taxmms 06pa3oMb YJOBAETBODHMD IPeAJOKEHHOMY YPABHEHIIO,
€CIA MOXORAMD

¥, m N,
4,N,+ 4, 0t°+A,03t, a4, 50—,
# N, om N,
4N+ 4,5 dt Ayt At =0,
AN,  + A, dN"‘—l Asdslgt";"1+ +Amm§tv,',,"_l—0.

OTH ypaBHeHia 3aKXiodalTcA B cxbiylomeMs
P PP o P
(7) A°P+.A10—t+As"d't‘ﬂ-+""+Am—d'tTr=O,

rrb BwbcTo P MOKHO B3ATh NPOM3BOIBHYIO JHHEHHYI0 @YHRIiMO
koxmuecTBs Ny, N,,.... N, .. Crxbiaems

P=N,+gN,+@N;+ .- +q" N __,
H maliieMs METErpathb ypaBHemis (7) moxs TEMD ycioBieMb, TIOG6bI
npu ¢{==0, 66110
JoP AP 3P gn—1P
(8) P=]" —d-t—=Q’ 0t2 _g’, dt3 qs-co- 'dt,n___l'= "'—1.
YcaoBis (8), o9eBuAHO, COBIAAAIOTE Cb yCIOBiAME (5).
Iyers 6yayrs 0,, 05, O,. ... 9, Kopam ypasenid
FO)=4,+4,0+4,02+-...+ 4 "=0;

TOrAa OGMIiif MATErpaldb ypasmenid (7) 6yleTh Buia

0,

0, 2 Ot
P=le" +le" <. -1 ¢

rak iy, 4y,. . . . 7, 03HAYAIOT NOCTOARHBLA NPOU3BOAbHDISA BEXNIHHBI,

IloncraBass a1y Beamamuy P Bb ypassenia (8) m xbiaa ¢ =0,
MBI HOIyYaeMb 7 YpaBHEHid, H3b KOHX'h JeTKO ompexrbamms s mo-
CTOAHHBIXE NPOA3BOIBHBIXD [, ly,. ... [, , KOTODBIA BHIPAsATCHA
BB ®YHKIIAXDB OTD ¢, ¢3, ¢%,. ... ¢" . Pa3iomnetb noroms P no
CTENeHAMD ¢, Mbl, OYEBHAHO, Bbh KO3PLHUNieHTE, He 3aBACAMEMD
oT®D g, 6yaems ambre N, BB Koaeounients npn g 6ysenms mmbrs N,
7 Taxb Jaxbe. Ho Bb o6mems Bmxk aerve ato cxbaars caxbayio-

HAMD 06pa3om: Bo3bMeMD BubcTo P oyHKmilo

. (@—0)(@—0p - (@—0m) 0;¢
P = =0 o=t (0, — 6,0

(@—6) (@—0y)----(@—0p)
(62 - 01) (02 - 03) (02 - em)

(@—0)(@—09)---(@—Op_y) ee"'t
(Gm - 61) (em— 62)' . '(em - 6m—l)

—FQ) olot
Z [(q 6) F’(Gl) @—FG (q—Bm) F’ (0,..)]

Torza ara peswamma P yzomiersopurd ycaosiaws (8). Hkii-
CTBATEAbHO, MBI uMEemt npn =10

0*"1’

—- +....

—+

By
=F( )[(q ST CET AN I

R P g
Ry (em)] =F@ 7y

9T0 H JOXKHO GhITb IO YCAOBLAME (8).
Yro6p1 noxyIRTH KoadeRNieHTR! Ny, N ,.... N,,_;» MBI AONKHBI
PA3NOKHATH NPCABIAYLIYI0 BEIHYUHY Bb PALD DO CTENEHAMD ¢.

Ho, oueBnano, Mb1 umbems
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cx1b10BaTEIRHO HOXYyIUMD
Ot Bt
N°__A°_01F'(el)+e,F'(e,)"‘"” K F'(e,,,)]
r et ezt
—
A, A VR S F')e,,,)
y ot ot
e efF'(m TEFG T O, 2F (e,..)]
) S I ST PR
m—1" m—1 [61 F ’(91) 0y F ,(92) em F ’(Om)]
—4 %!
M[e’F’(eo e:F'(es)“F”“ em’F'(om)
A ............. PRI
[e mEG) G E G 0 '"F'(em)]

Yro6s1 IPEACTABATH HAIIH SOPMyIbl Bb yAo6mbiimems BmAE,
HOJORHAMD _
[ e et edmt
TTETG TG EFG T b F O]
Torpa peamumnrl (9) #306pasATCA TaKb
Jm—1R m—R . "R
N,= Ay —m— g1’ N,= ‘Al oFm—1 +Ao gfm—a

MR R "R
N,= 4,5 + i + Ao g

IHolomuMT TaKkh &Ke

Q= G f Re* (@2 V=1 B Y—y) V—1 ey(z-s’)\’_ dadBoy-+-

Torza 6yaers, 09€BBAHO,

BQ=rgz [ - Ao RMoadBiy -,
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~ 1
O‘Q———@w_)"f. .. -A;RMdadﬁdy--

N 1
s @ =g [+ Ay RMO0B Y3

. I03TOMY pasIMYHbIE YICHBI 06INare MATErpaia u 6yAyTh

1
WfMN" °otm-—1f - Qf @,y 4, )02 0y o' .-
J‘MN}\ alg:m—lf Qf;(xsya ' )0m0ydz...

Odtm——ﬂf Qf,(ﬂf',y,z . )dxdydz

oooooooooooooooo ] e o e enea . .

(2.,:)11 fMN m—1 }‘m—1 3,,.-1 dt""'l Qf M1 (x !/ ’ ) 0“” 0y" s

(2m)"

_|__80f. .. Qfm_l(x"y’,g', . .)dx'dy’dz....

CyMMa 2THXD BEJRIAHD JACTH MHTEFPATD JAHHArO YPaBHeHid,
YAOBICTBODAIOLI# TPEJIOAREHABIMD YCIOBIAMD.

Heo6xoanmo 3amETETE, 9T0 ®YyHKIIA { cama mo ce6t yxosie-
TBOpAETS AAHHOMY ypaBHEHilo, H60 OHa HMEeTD IOb HHTErPAIbHBIMD
3HaKOMD @yHENil0 R, yioBieTsopsiomyio ypasterito (7).

JlonyctaMb, 9TO AanHOe ypaBmeHie L — O COACPKHTD TXeHD,
He3aBHCAUII# OTh ®YHKHIH % W JACTHBIXH € NPOU3BOAHBIXD, & CO-
JAep/RAIIiil TOXBKO mepeMEHAbIA HE3ABUCHMbIA ¥, &, Y, &« « « .

Torna M MOKeMD JaHHOE YpaBHeHie NpejCTaBATh BB BEAE

(10) Au=19(t,2,9,2,....),
rak Aw 03Ha92€TH SYHKMOiO % H YACTHbIXB €d IPOH3BOAHBIXD, I0-
aobuyto oynxnin L BB ypasHerind (2).

Jerxo mpuBecTH HacTOALGid cAydail Kb mpegpiiymemy. JBi-
CTBETCABHO, IYCTH GyAeTH U, AEKOTOpAA JaCTHAHA BEIMIHHA %, TaKb
a10 Aty = ¢ (,%,9, 7,. . . .). IIycTh GyAeTH TaK® e o, HETETPaTD
ypasgenia Au, =0, HaiifeHEbIi 0O UPEABIAYIIAME OPABAIAMD.
Toraa WATErpaxs OPEeiIOKeHHAr0 ypaBHeHia OyAeTH U, — %, .
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Ho BmEero %, MOKHO B3ATH SYHKHiIO

%= ;n+1 1 e’(t‘t')‘/—e“("‘""‘")‘/— 9,7,y ,7,...)000x ...0t0e..,

rik A 03Ha9aeTh BEJMYHRY, BABACAIYI0 OTb 7T, a, B, Y,.... W
HPONCXOAAINYI0 OTH NpousBesenia xbiicTis A Halbh MBEORETEICMD

=) V=1 ot (@—) V=1 P Y—y) V=1 o1 (E—2) V-1

Takums o6pasomh MbI BCeria MOKEMD OpHBECTH HHTEIDHpO-
Bagie ypaBrenis (10) kb cxydaio RamME pascmoTphuHOMY.

Heo6xoaumo samETATh, 9TO BATErpainl, HOAYICHHBIE 10 Npe-

Ap1aymeMy cmoocoly, AAKTDh BEAMYAHBI Ge3KOHeTHbIH, WAM Heompe-

rEICHALIA W TOTOMY He MOTYTH GBITb yHOTPeGIeHbl npu pEmenin
sonpocoss. Ilycrs Gyaers, saupumbps, jano ypasmenie

" : PFu Py

(1 1) -d?- -+ 0? =0

KOTOPAro HHTErpaxsb, yA0BIETBOPAION i ycIOBiAMD, IO KOTOPEIMS IPH
t=0 @oynEnis » o6pamaercs Bb [z, a 3;‘ Bb Fr, 6yrers cabayromji

u=_ f f (€ 4+ ) e =) V=1 £ 5 9

oo —Oo0
oo 400
+ - J. f e“(“’—“") V=1 B! o' de.
o« —00 ’

OdeBnznO0, 9TO 3TO BhIpaKeHie no NpPRIARE MEORETEXEH

eozt_l_ e—at, eqt‘____ e—qt

BoOOIIE 06pamaercs Bh BblpaKeHie HeonpexbleHEOe, WAR NPHHHE-
MaeTh BelWyuHbI GesKoHeumbld. IloaToMy ymoTpe6mTh ero BB BhI-
YRCICHIAX> HEBO3MOKHO, W HYKHO OTBICKABATH ADYTif ®OpPMBI,
KOTODBIA CHOCOGEHD HPHHATh MATErparh ypapmenmis (11). Popmsr

9TH OYAYTH PASIHYHBI, CMOTPH HO DPA3IMIII0 BONDPOCOBD, Kb KOTO-
poiMb OHE oTHOCHTCS.
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Jlpyria @opuyasi, coorsbrersylomis Teopent Pypre, TaKD Ke
MOZRHO YIOTpeGAATH A1 HHTETPBPOBaniA IPH YCAOBIAX'D, NOXOOHEIXD
1BMB, KoTOpBIA MBI cefidach pascuorphin.

JUbiicTBATeABRO, MBI HMBIH

—+00 40O
x———— f f¢ [« (@ —&)] {7 02 0a,
—C0 —00

rik N osnavaeTh HETErPaxb
[e2]

fﬁ 0z,
2

0
pasymbs noxs ©yHKNICI0 2 BEIRINHY
—“+2
fz]w 0z.
b
Ho no Teopemb Pypse mpl aubems
—+C0 —+00
1 —ax'—E]V—1
Yee—a =g [ [FEe—1T14)dkp,
—00 —00
cxbaoBaTeIsHO MBI HOJXYIHMB
+00 400 +00 -+CO
1 B [ex—az'—§] V=1 ! 08 98 02
= e z ot.
r=pw| [ [ ] Vet
—-00 —00 —00 —CO0
HTa ©OpMyAa, TOYHO TAKH e Kakb A Teopema Pypoe, MORETD
66T npAMEReRa Kb HETEIpEPOBAHI0 IMHEHHBIX': YpaBHERiHl ¢b Ho-
CTOAHHBIME K03&IHIienTaum, u60 m 3xbch mepembHEAd & BXOJETD
BDb BELE NOCTOABHATO mApaMeTpa DOLDH 3HAKD IOKA3aTEJbHOM & YHK-
nin [ae—az'~E] ‘/:1; g0 BMECTO ABOMHBIXD HRTErDAIOBL GYAYTH
BXOAETH deTBepHBIC, BMECTO TPOHHBIX'H IeCTECDHBIE, B B0OOMIE

BMECTO 7 — KpATHBIX'H BOHAYTH 2m — KpaTHbleé Bh HBTErparb
IpeAJ0KEeHAAr0 ypaBHeHis.
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2. O6parmMes Temeps Kb UHTErPHPOBAHII0 JAHEHHBIXD ypaB-
HeHill Cb NOCTOHHHBIME KO3PTHIieHTAMNA, KOrAa KpoMb ycIomii pas-
CMOTPEHEBIX'S, CYMIECTBYIOTD €lllé YCIOBif Ad# KpaitHEXD TOYEKH
TE1a, OpefIoKenHaro 85 3aa9k.

Bb atomb cxyyat MORHO YacTo ynoTpeGHTHL AHATHIH, IpeAXo-
wennblil Ilyacconoms BB ero meMyapaxs 0O Teopim TemioTsl, o
KOTODBI ObLID HAMA YIOTPeGACHD 1A BHIBOAA PASAMYHBIXD PANOED,
U300paRAOMUXs NPOM3BOILHLIA TYBKIiH, M3 Teopembl Pypbe,
nocpexcTBoMd m3mbnenia npexbaoBs maTerpaia.

Jas Toro, 9To6bl MORHO 6hI0 mpEmEnETs Metoxy Ilyaccona
HEOGXOANMO HYKHO, 9TOGhI yCXOBiA OTHOCAIiACH Kb HEKOTOPHIMB
NOCTOAHHBIMG 3HAYEHIAMD NepeMERHBIX HE3ABHCHMbBIX'D, NPEACTAB-
IAIECh B BHAL ypaBHenifi, Bb KOTODBIA HCKOMAH ®YHKIIA W pas-
AMIHBIA €4 NPOM3BOAHBIA BXOARIA Gbl Bh JHBEHHOMB BAXE, B YTOGHI
He 6B1X0 TAEHa, HE3aBHCAMATO OTh 3THXD HOCIEIEAX'D.

Hacro Taxh me MoxHO OpAMERATL MeToxy Ilyaccoma Kb TEMD
YPaBHEHifiMD, KOTOPBHIXD> 006miii MATErpaxh m3phCcTeHh BB Komed-
vord BEAE. Ilpeacramws mpuwbphl, mokasbisaiomie mpumbremie
3TOlf METOABI.

Bossmems cravada AAf WHTerpEpOBaRiA ypaBHeHie pacmpocTpa-
HeHiA TenI0Ts! Bb NpyTE, Koero monepesnsis B3whpenis oYeHs Magbl,
Jro yparrenie Gygers cxbiyromee

ou __ ,0Pu
W’—a W—b“.

Hymuo HajiTa ero EHTErpars UPHE YCAOBiN, 9T06HI GHIIO

g—:+ﬁu=0
Mag=1]n
Ou '

AxA & =-—1; kpomE Toro mpm {=—0 HCKOMAH SYHKIIA % JOAEHA
npeacTaBaATh W3BECTHYI0O ®yHENIW fr nepembnnoi .

Ilo npaBEIaM® BBILEH3N0KEHHBIME, MbI ETKo HaiAeMb HHTe-
I'paXrb DPEAIOREHHATO YDaBHEHif, yAoBIeTBopAIIii mocxbamemy
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yCIOBil0; OBB 6yzeTh CIBAyOmiM

bt o 400
— —q? a2 ’
= fe et os a (@ — o) v 0 Oee.
™
0 —CO

Ho nswbmss no npaBmiaMb, M3I0KEHHBIMD BL riaBh mepsoi,
EHTErParh +00
fcos a(@—2)fr o,
o :

CO00pa3HO Ch HEPBBIMHE IByMA yCIOBifMH, MBI HOXYIHMD (CM. CTDa~

BRIy 32) —+00
fcos a(x— ) fx o’
—Q0
V=13 (GV—1) 4+ VIa(—aV=T) 2
= npex. o Gy—1) -

Ak A(@V—1) 7 ¢/ (®V—1) mubiors BeXNIAHE!, HAUHCAHHBIA HA
crpasunt 32-0i, 1 6 eCTh KOPEHb YPaBHEHIA
(B + B") @ cos 2@l + (BB’ — @7 sin 2@l = 0.
Takb Kakb ¢ = & -+, T0 O ==0c; OITOMY, YMHOKAA HO-

. —aat __
crbjaee ypaBHCHie Ha € do ¥ AETETPHPYH HO & OTH &==— OO
JO & = ~+ 0O, MbI Jerko Gyiems mMETH

—+00 0o
f fe_“z “t cosa (@ — ) 00 da
—0 —co
— 2“:2 B2 V=15 (3y—1 +e__“"""_‘/‘?1)\ (—ay—1) e—azme_
20/ (8Y—1)

Orciofa HaiizeMs
—t ~g 68V =19, (3Y=T) 46— V=13 (—aV=1) Pl
u=e Z 2/ (8V—1)
Bt aroMb BHIpaiKeHiE 3HAKD CyMMbI HY/RHO PacipoCTDAHHTD HA
Bct abiicTBATEABHBIE KODHE YpaBHEHiA, KOTOPOMY YAOBIETBOPAETE @.
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Taxkems 06pa3oMb Mbl BalLIM MATErparh OPEJIOAREHHATO ypa~
BHEHiA, YAOBICTBOPAIMIiA NpejbIAYIIAME YCIOBiAMB. TOYHO TaKKe
MORHO HHTEIDHPOBATh MHOriA ypaBHeHis JWHEHHLIA M Ch HOCTOAH-
HBIMA KO3®OUIIeBTAMA, HAXOXA CHaYaia HHTErpalbl HXD NOCpeA-
CTBOMB €IOCO0a, NOKa3aHHAro Bb naparpaet 1-wb BacroAmed
rIaBBl, ¥ NOTOMB H3MEHAA COO6PA3HO HPEAJOKECHHBIMD YCAOBLAMD
AHTETPAIB] BAAL

-+00 —+co
f Facosa(r —) oz, ffboz sin o (z — &) 02,
—c0 —c0

Kb KOTODBIMh HPHBOAATCA HHTErPaibl YpaBHEHi, HaxOAEMble HO
YIOMAHYTOMY CHOCOGY.

Mrorpa Momno ynorpe6uts MeToAy Ilayccoma, koraa mpejpio-
/REHHOE ypaBHeHie ecTh JAmpeiiHoe Ch HepeMBHEBIMA K0adduUIieH-
taMA. [Iycrs GyzeTs Aamo ypaBHeHie

du af P4  n(n41)
(4) % =0 (?a‘ﬁ“T“)
H Tpe6yeTca HAATH HHTErpaxh 3TOr0 YDaBHEHiA NPH YCIOBiA, ITO0HI

g ¢t =0 oyHKniz % o6pamaiach B JaHAyi0 ®yHKOilo Fr nepe-
mEanoit 7, 1 mpuTOMD GBIAO GBI

(B) -37“+(b——ll-)u=o
ngr=11n

u=0
aa r=20.

Harerpass ypaBseria (4), yaosieropsiomiil ycioBiwo, o Ko-
TOpOMY % He oGpalaeTcd BB GeskomeyHocTh npu 7 = 0, ecTb cIk-
Kyronmii *)

—+03 —+Co
w=r""1 f e 0af<p (r cos © + 2aa V?) sin™ ! w do.
—co —c0

¥) Journal de I'Ecole Polytéchnique, cah. 19, page 248,
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Ioaxaran 3xkcs
reosw—+2axVt=2, 0z=_2a Vt 0

7 3ambuas, gro npexbapl WHTErpHpOBaHiA mO & OYAYTH TaKHkKe
— 00 | —+ 00, MBI GyAeMb EMETh

k9 -+-00
- _ (x—rcosw)?
r s an+1 4a2t
%= sin' wdw e Q@i |.
0

-—C0

JlaooepeRnEpy A 9T0 BHIPAKEHIC OTHOCHTCABEO 7, MBI NOXYTHMD

T

- _ (aroomup
n-+1 e 4a2i .
g _n+l ! jd e pzdz | sin®™**

—_— —
or r 2a V't
0

wWCOS Wi,

—c0

Ho moepeicTBOMh HHTEIPAPOBAHIA IO YACTAMD MbI OyAeMb
nuBTH

T +00

1 __(@—rcos wp p

u_n+1 e 4@t %% 50 lsin™ T weoswiw.
dr r 2a \¢ oz

0

—Cc0

ou
CxbpoBaTeisno, TNOACTABAAA STH BeIHIWHEI 4 W —— Bb IEpBoe A3H
yeaosiit (B), & cTaBs y —+ I cos @ BMECTO %, MbI IOXyTHMD

+c0 =

J P o

—C0 0
Y _¥
+<b+—'{-)q;(y+lc08w) sin””"“wdwie 4a%t gy

Ho gas Toro, yro6sl 3TO yPaBHeHi¢ YAOBAETBOPAAOCH HE3ABH-
CHMO OTB BDCMCHH £, HCOGXOZRMO A0NKHO GBITh, 9T00bI CYMMA IBYX'D
3JEMEHTOBD
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T

¥ r 30 (y—+Leos )
Tt | dp Y H-icosw) 2 in®"+1
dye ) ,: e +(b+ 7 )cp(y—i—lcosm)] sin wiw
0
}
TN SN
dye %% [_‘f_’i'%?s_“’)+(f)+%)q;(—y+lcosw)] sin*"* wiw
J

OblIa paBHA HYJIO,

Wraxs, 118 KAKOTO HE €CTh ¥, Mbl mMbems ypasmenie (B)
T

fdtp(y—i—lcos ©) dp(—y-+lcosw)
oy

dy

0

"'(b"'l;') {?@/+lcosw)+?(—y+lcosw)}] sin™ ! wiw

IIpeoGpa3yems Teneps EHTerpaxh AaHHAro ypasmeHis, Taks
Kakp MbI EMbems
(z—rcosw)?

e— 4a®t “\/_J‘ —aZo2t
OO

cosS & (Z — 7 cos ) da
=—[f % 008 a cos (ar €08 ) Oa

-+ f *sin az sin (or cos w) dm]

TO WMHTErparb NPEAIOKEHHAr0 YpaBHeHia 6yieTd cabayromii

T +00 €0
—a2o2i

cosaz cos(arcosw)prdeds |sin™wiw,
0 —00 ~—C0

60 HHTErpatb
00

—a2o?f . .
fe “"" sin oz sin (ar cos w)

——Q0
€CThb HyJb.

— 03 —

Ilycts Gyzers Teneps
T
P= f cos (ar cos w) sin®™** wow

0

(o)
Q =f [o2 ~+ @ (— 2)] cos axdz;
0
TOrJa HpeAblAymiee BhIPaKEHie 3amErmTca cabayrommns

© " _—_'"7:__1 f Qe 9,

IlycTs GyAeTD TaKiKe

—_—C

Jerpams, Jevam—s

0 HpEABIAYIIEMY MBI 6yaeMb AMETH

oo i

J‘ Mg (y-+1 cos ) dy=e"e® (p—cos ® f g, (ycos«»)dy) y
° 0

o i

J‘e—hy o(—y+lcosw) Jy=¢ M08 “’( —g+C0S wfehyw“’ (ycosw) 0y),
P (]

(oo}

J‘ v 99 (y—;;___cos ©) 0y = — ¢ (! cos w)

0

i
—+ hem“s"’[pécoswfe_hy““’q;(ycosw)dy],

0

—hy 09 (— y—-1cos @) _
f % dy=— g (lcosw)

~+ he _Mm‘"[ q+coswf ""’°°w<p(ycos<n)dy]._

0



Tloaromy, ymmoxaa ypasmenie (B) ma ¢~ oy m warerpupys
oTp y=0 J0 y=—=o00, MBI HA OCHOBaHiH NocIEiEMXT® @OpPMyIDH
6yreMb uMETH

T

pf<b+—’;—+hcos w)emc"s“’sin”""lwdw

0
T
—qf(ba——'li—hcosw)e"m°°“’sin””“mdm
T

:
f{[( -%)COSw+hCOS’ :l hl@smfe—hycosw?(ycosw)oy}sinm-ﬂwdm
0 0

{ l: cosm——hcos’l :l —Hicos "’fehy °°“’q;(ycosw)0y} sin®* wiew.

0 .

Ecam Mp1 BO BTODBIXL HHTCIDAaJax’h NEpBOA K BTOpOH 9JacTH
nocxbaaaro ypasnenia sambauns w BeIRIRHOI0 — &+ # 3ambraM®,
910 8in (x — §) ==sin&, cos(x — &) = —cos &, dw = — 0%, u aro0
npexbis otHOCHTEABHO & 6yayTh E=n B £=0, TO MbI Gyzems
amBTh x

f(b + % —hecos w) ¢ M08 ® gL ey

(]
k.

=f(b +—’;—+hcosw)em B P Sint"+ i,

0

rab Bo BTopod uacTH Gyxea % 3amEBmena GykBoi w. TO4HO Takme

f { [_ b"'—) cos w +} cos? ] e “’of e 7 cose) dy} " ode=

0
{ [( b+ ——)cos w-+h cos? ] pil cos "’fe—hy %90 (—ycosw) dy} sin™* wde.

0

3nkcs, Takke Kakb H Bb HPEAbIAYINEMT YpaBHCHIH, BO BTOPOi
yacTH 6ykBa § 3ambHena GyKBowo w.
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ITpeo6GpasoBsiBas TakuMbh 0GDa3oOMs HRTErpatbl Bh YPABHEHIH
MeXR]y p ¥ g, MBI IOXYIAMD

&n-+1

sin’

) hlcos w Wi =

(p—q)f(b+—’li+hcosw e
T ’ ]

f{<b+ L —l-hcosw)coswehlwwj Y 059 [ (y cos )
0 0 ’

—+ ¢ (—ycosw)] 63/} sin®* ! wow.

IToaToMy, cABiaBh AXa COKpalleRid
Ah)y=

T

f%(b—;— ¢ +hcosw)cosw mc"“’fe—hyc"w[q;(ycosw)

0 0
~+ ¢ (—ycosw)] dy} sin™ ™ wiw.

e (%) =f(b +—?— -+h cosw) &M 05 © gin® T i,

0

Mbl 6yaems uMETE o _7‘_(_7“_)
Pi=um

Ilyets 6yaers Temeph h=c—+aV—1, rub ¢ Ge3KOHETHO
MaJasg IOXORHETeIbHAA BEIMIHHA; TOrAa Xerko BEAETH, IT0 PasHOCTH
p — g obparurcs Bb crbiyomyo Beamdnny

p—q—fe Y V= iy — f‘y ¢ V= oyiy

0
— (= —eyv=—1 )
= f e e [oy—+¢ (—9)] 9y;

cxbpoBareinH0, Mbl GyreMb WMETH

(=]

e T gy =R

0
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Ro mepembasan 3HaKD HpE V—1 n samkuas, gro
Al)=—n(—h), p@H)=p(—h),

MB] DOJYIHMD TAKEE

f—sy ay V=1 [y ¢ (—9)] 0y = — e+oc\/_)

(—e+¢s/—1)

CyMma JByX® HOCIBAHEXD MHTErpaioBE GyIeTh

Ao \/—Tl+e)__7t(ot \/-—_l—e)
play—1--¢) play—1—¢)

o

2 fe_ey cos ay [y -+ (—y)] dy =

0

Orcioza BuAHO, 9T0 mocxbaniil MATErpaxs ecTh HyXs npa e =0,
ecid « He €CTh OJUHD W3 KOpHEH ypaBHeHis

) p@y—1) = f {(BL ~+ 1) cos (od c08 w)

— al cos w sin (a €08 w)} sin™** wdw == 0.

Takb Kakb

(o o]
Q=fc0sow[q>x+<p(—x)] oz,
0
TO0 6YAETH

_ 1 [ Aay=14-¢) r(ay—1—¢) A@Y=1) e
Q=51 [p.(m/_lﬁ) p.(m/_l_s)J = v=1) eva

rak o ecTh GeskOHeYHO Malad BEIWYMHA, TaKadA, 9T0 o — P —+a
u {3 xopens ypasnenia (D). Taxs xam, 0o = 0o/, TO yMHO&AA 065

i P —a®a2t
\/ ™
oTp =10 A0 a— co, COBEpHICHHO TaKkKe, KaKb Mbl }5iaid BB
nepBoi riasl, noaydnMs

(E) ° = V; rﬂ—l—lz ;—,((%’V‘V—_:—é—plj Pe—afazt.

YacTH mOCIBAHATO ypapHeHid Ha —— Ja B WRTErPHpPYH
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3HaKD CyMMsI JOLEeHDH OHITh pacmpocTpaneAd Ha Bchk xbitcrenm-
TeibHbIE M NOXOEETEIbEBIC KOpHH ypasHenis (D). Yiennb coorBhr-
creylomiit Kopaio § = 0, foamenD 6bITh pasybiend Ha ABa.

Bb oopuyrh (E) A(BV—1) m ¢’ (B V—1) 6yayrs muErs cxb-

10l BeAAYAHEI S
o ABYV—1)=
® 1
—% \/:l_ﬂ:f{ (bl-+n) gin (1—y) B cos w-+Bl cos w cos (I—y) B cos w} X
o 0
{9 (y cos w)+ ¢ (—y cos w} dy] sin® ! w cos wdw

e (BY—1=V—1 f(bl —+ 7 -+ 1) sin (Bl cos ©) sin™ " wow
0

T

+V—1pI f cos w ¢os (BI cos w) sin®™*+ w cos wiw.
Q
Ilycts 6yAers Temephb

¢ (@) +o(—2) =0 (@);
TOrAa, noxarad {=—0 BB 06meMs HETErpast OpPEAIOREHHaro ypas-
HeHis, MBI, 09€BHJHO, no.lytmm.

", __Fr—2r"+1f f ? 0 (r 008 ) sin™* wieo
= Vr o+ lftp (r cos ) sin®™ ™ wiw

\/ T+l f [o (r cos ) —+ ¢ (— 7 cos w)] sin™ " w,

HAA HHAYe
Fr= ‘/—;- " f & (7 cos w) 8in*" ! wow.

W31 sToro ypasnenis, suaa Fr, onpejbanus ®r. Pysknis dr

ecThb 9eTHas, K60 03HAYAeTh BeIHIHBY ¢r ~ ¢ (—7).
7
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Onpentams ®r m moAcTaBiIAA e€ro Bb ypaBserin E, mMbp! Haii-
AeMDb HHTErpaXb NpPEJI0KEBHar0 YPaBHEHiS, YAOBACTBOpHIOmii
JAHBBIM'D YCIOBiAMB., JTOTH MHTErparhb OyleTh crbayiomaro Buaa

T

F) wu= - v Z Ne~¥ @t ynra f cos (Br cos ©) sin*** wiw,

0

rit N mmbers pexnumny

N=

j' { j [(B1+n) sin (I—y) B cosew+ Bl cosw cos (I -¥) B cosw] d)(ycosw)dy_} sin®*1g cos wlo
0

f {(Bl-+n+1) sin (Bl cos w)-+ £l cos @ cos (Bl cos w)} sin®* ¢ cos wdo
]

Ilyaccors paeTs cnoco6s onperbanrs N Taks, 9t0 Bh N BOii-
Zers Fr suEcro ®r, cabioBaTeabHO JanHas Beamumaa BMECTo BeXnm-
9MHEI H3b HeH BbiBOZEMOH. Cmoco6s atorh 3ambuaTesens, morTomy
9T0 OHB BEChbMa YACTO YHOTpeGAAEeTCA Bb MaTeMATHIECKOH om3uKE,
H HOTOMY 9TO OH'h BEChMA IPOCTH.

Ilycts Gyrers

R=r"" f cos (Br cos w) sin™ ! wow.

Ramxapif a1ess cymmpr (F) yaoBaeTBopsierd OTABIBHO ypas-
Herito (A4). IlogcraBass BB 210 Nocxbiaee Ti1eHsb, CooTBETCTBYIOMiR
Kopmio 3, BubcTo %, Mb1 A4 B noaywams crixyomee ypasremie

) IR _nt Dy, pR=0

Touro Takxe, npn r — [, noxysaems
JR 1
(H) E_—+<b—-—l-)R=O,

ampr r=20
. B=0,
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Vi o, —a2p2t
Bb ueMb yGLmpaeMcs, NOACTaBAfA IACHD ~ Ne R B1

ypaBrerin (B).
YMHORAMT Tenmeps JaHHOE YpaBHEHie Ha Rdr m WHTErpApyeMb
orb r =10 g0 r=1_. Toraa Mol noayIumMs

T

i 5
9 [ Ruor
Au Ruor
odt =a’[JRWW—h(n+1)J r,:l-
0

0

Ho urTerpEpoBaRie N0 YacTAMD J3€ThH

13 i

Pu,  pow__ R Oty 0By, (B

IRFW—R,W uy o By %0y Sy (0SS o
]

BeamunHel R, 661:"; %, %’:9 03HAYAITH 3HAYeHiA oyHKnid B, % ’

%, 3: aa r=0, a R, 0613’ u, %% 3Hagenia TEXD ke eyHKIii

Jan r=1
Ho erxo smabre maw ycaosiil (B) n (H), 910 91enb BHE HA-
TEerpaibHBIX's 3HAKOBD HCYESHYTH, H OCTAHETCH

Fu d’R
f R or=(uSs o,
Q
IToaromy mbI 6yaems mmETh
1
o [ Rudr
Q
dat

i ]
— gt o EB_n+1D) S :
aful:dr2 3 R]dr o B’!Rudr

Hraxs, BeAHINHA
. ]

fRu or

]

ecTh BEKOTOpaA ®YHKNia oTh /, onpexbasemas ypaBHCHIOMB
7¥
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deuw ! .
T -+ a? ﬁ’fRudr = 0,
Q

OTKYAa
]
f Budr = Ae~"P¢,
)

rak A ectb nocrosnnas NPOA3BOJLHAA BCIATHHA.

Yro6sr onpexbauTs ee, crbiaemt BB nocxbiHemdb ypasHeHiH
t=0; Torja, 3awbyas, aro npx { =0 u = Fr, ub1 Gyaemd uMETH

3
A= f RFror
Q
® cakroBaTexnHO

i ]
f Rudr — ¢ B f RFror.
0 1]

IloacraBaaa BB Hocabanee ypaBaenie BMkero # ero pasromewie,
B 3awbuas, 9T0 3TQ ypaBHEHie JOXRHO GbIThb CHpaBEAANBO Alf
BCEX'D BO3MOKHBIX'D 3BaYeHIE £, MbI 3aKA0YAEM'D, ITO KOIDOHIICHTHI
IPH NOKA33TEIbHBIX'h GYHKIUIAXD

2/72 — /2 2 e
P t Pl

] gu e

rzk B, 87, B”,.. .. 1090 TaK® me Kake ® B cyTh KODHE ypas-
semia (D), goxmusl yHmuToREThCH. OCTaHeTCH BH HEPBOi JACTH
nocxEaHATO ypaBHeHiA TOIBKO OWHD YAEHD

i
f Rrg— VP _"ZE Nor.
0

Taxuws 06pasoMs MBI HOAyIHMD

'-,"—‘Nofmor=ofRFror,
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OTRYAS I
; fRFror
) N=_%5—0
(o
(1]

Hap sroro amammsa cxbiyeTs, 9to ecxn B ® R cyrs suavenia
oyuknia R, otRocamisaca kb Kopaams $ u ', To HATErparh
* ]

fRR'ar

0

€CThb HYJb.

IopEpuTs 310 NpesioKenie BOOOIME KaReTCH 09€Hb TPYAHBIMD,
#6o eci®m n ecTh He mBIoe wdcIo, TO mocxbamiii HATErpash HEe Mo-
EeTh ObITh B3ATH BH KOHCYHOMH BHAL. BexnysEa % NOAXCEHTD
OJHOMY OT'DaHMYeHi0: OHA JOJKEA OBITH NOXOKHTEIbHAS.

JBE Beanumest N fgaiorTh MECTO RHTEpECHOMY ypaBHEHil0.

JEiicTBRTEIBR0, TAKD KAKD

k.
Fr= —;— ray® f ® (7 cos ©) sin™ ™ wdw
(]

TO ypaBHEBaA ABE yHOMAHYTHIA BeXHYMHBI, MbI GyAeMb HMETH

I' [ j {(®1+n)sin (@ -y)Beosw)+Bleos o cos(I—y) B cosw)} @ (y cosw) dy | sin®™*w cos wde
Q

f[(bl+n+1) sin (87 cos @) + Bl cos o cos (Bl cos o))] sin®**1 o cos wlw

fq) (r cos @) sin®+1 mdm] #™+1 Ror
0

=z\/v‘=£[

2rn

i
[Bor
0

9ro nocrfyree ypaBHeHie cupaBefIaBo Axs BCEXD BO3MOKHBIX'h
YeTHBIX'h SYHKIiE Pr W Ada Kakoro yroauo xopms 3 ypasmenia (D).
Mu! OprIOKRAMS elle H3A0KERHYI0 ceiigach MeTofy Ilyaccoua,
HOCPEACTBOME KOTOPOi MBI HRIHIH Ko3®<oHNienTh N BL yro6ubii-
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meMs BuAB, Kb HMETErpApOBaHil0 YpaBHEHiA KoieGaRiik ympyro#
KpyTI0ii NNACTHHKH, Bh TOMD NPEANOXOKEHIH, 4T0 nepembmienis
9acTANh ed Ha OAHHAKOBOMD Da3CTOAHIR OTH IEHTPA TAKD iEe Off-
HaKoBbl. B aToMb ciyyat ypaBHeHie ABMKeHis OYAeTH 3aKA0IATH
a8b mepemBHHBIXD He3aBHCHMBIXL: Paiiych r B BpeMa £, Ouno 6y-
AeTdb cxbpyomee

Pz PAz . 1 o¢
@ =G )

O6miit aETErparh 9T0r0 ypaBHeHid ecTh cxbryomii *)
4 k4
2 =ff(ct ~~ 7 €08 1) 0w +f17’(ct -+ 7 €08 ) Ig (8in? w) dw.
0 0

PyrrOin [z 1 Fx cyTh COBEPIEHHO IPOU3BOXLHBIA,
Hafizens wHTErpash 9TOr0 ypaBHEHiA Bb TOMD IPEANON0/KEHIH,
9T0 Z H g—':- npu { == 0 o6pamatorca coorsbrersento s F(r) u ¢ (1),

H OPATOMD, YTO 2 YHHUTORAETCH AXA 7 =] u r == KaxoBo Gb1 BH
6510 Z.
JLaa atoro sawbTums, ro oyaxniu fz 1 Fx Bceria MOKHO mpes-
CTABATE BH BELE
fe =X (A4 cosmz —+ B sin mx)

Fz =73 (4 cos mz + B'sinmz)
rak A, B, A, B', m cyts nEKoTOpbIA MOCTOARAEIA, KOTOPIA CXxE-
AyeTh onpeXEIATH MO yCIOBiAMB BOIpOCA.
N3b mocxbapuxs ypaprenii Mol ambems
f (ct -+ cos w) = X (4 cos m (ct+1 cos w) -+ B sin m (ct +7 cos w))
=3 {4 cos m ct cos (mr cos w) — A sin m ctsin (mr cos w)
~+ Bsin m ct cos (mr €08 w) -+ B cos m ¢t sin (mr cos w)).

Ho 3ambyas, gro
ki3

f sin (mr cos w) dw =0,
]

*) Journal de ’Ecole Polytéchnique, Cah, 19, page 227.
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Mbl 6yfeMs AMEBTH

T

k4
ff (¢t +rcosw) 0w = 2 {A cosm ctfcos (mr cos w) 0w
0 0

k9

&+ Bsinmet f cos (mr cos v) dw} .

]
To4HO TAKD e, TAKD Kakb Mbl AMEEMD

f sin (mr cos w) Ig (r sin? ) do =0,

0

TO AErK0 HOXYIHMB

k4
f F (ct ~+ 7 cos w)Ig (r sin® ©) dw
]

k.4
= Z (4 cosmet —+ B'sinm ct)fcos (mr cos ©)1g (r sin® ) dw
]
7 cxbroBaTeabHo

ki3
z=Z(Acosmct -+ Bsinmct)fcos(mrcosw)dw
0

-+ 2 (4’ cosm ¢t —+ B'sinm ct) f cos (mr cosw) Ig (r sin?w) dw.
]

Takp Kakh npR r=17] JONEHO ObITH &==0, TO MbI EMBEMB,
ypABHEBAA HyXi0 K0d&PHIICHTEI IPH COSm ¢t H Sinm ci Bb nocxka-
HeMb ypaBHeHiR m moxaras Bb Hemb 7 ==[, crbjyiomee ypas-
HeRie:

k9 T
A fcos (ml cos w) 0w + 4’ f cos (ml cos w) 1g (¢ sin? w) dw =0
0 (1]
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H TaKb Ke
chos (ml cos ) des —+- B’fcos (ml cos w) 1g (! sin® ) 0w = 0.
[} ]

Ilozaraa Temeps r=1 8D BIpAKeHiH 7 W TOYHO TaKb e

YDABHABAA HYXI0 KOdOOUIiCHTbI DDA BEXHIAHAX'S COS 74 CE W Sinm ¢t
MBI noXydmMb BMEctE ¢b npeasiiymEME AByMa cibiyomis geThipe

ypaBHeRHLA
f

E 4
A f cos (m! cos w) dw-+4’ f cos (ml cos w)lg (! sin? w) dw =0,
(]

0

B f cos (ml cos w) dw+B’ f cos (ml cos ) lg (I sin® w) 0w =0,
(b) ) Q Q

A f cos (ml' cos w) dw + 4’ f cos (ml cos w)1g (I'sin® w) dw =0,
0

0

© k9
B f cos (ml cos ©) 0w+ B’ f cos (ml'cos w) g (I'sin® w) dw =0.
0 ]

Jaa Toro, 9ro6m xoamsecrsa A, A', B, B’ e 6buau HyIAMH
He0OXOANMO JOIKRO GhITh

(o) l: f cos (m! cos w) 0«{, [ f cos (ml cos w) Ig (I’ sin® w) dw:l

= I: f cos (ml’ cos w) 6«»] [ f cos (ml cos w)1g (£ sin® w) dw] .

Beanunna m JOXKHA YIOBACTBODATH 3TOMY YpaBHEHii0.

O3sravas vepest C 8 D HoBbig JBE NOCTOAHABIA NPOH3BOXBHBIA
BeAW9HHEI, MBI BCXEACTBie ypasuenii (b) ® (¢) MOReMD HOXORHTH
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A=0C f cos (ml cos ) Ig (5in* ) 0w, A'=—C f cos (i co8 w) d,
Q Q

k9 T
B=D f cos (mi cos w) 1g (Isi* w) dw, B'=—D f cos (mad €08 w) doo.
Q 0
IToaromy, ecan cxbiaems

8, = [fcos (ml cos w) Ig (! sin® w)dw] f cos (mr co8 ©) 0w
0 (]

- [ f cos (ml cos w) 6«)] f ¢os (mr cosw) 1g (r sin’w) dw,

TO HOAYIHMB
(@) g=X(Ccosmet-+ Dsinmci)z,.

SHAKL CyMMBl JOXEEHD GbITh PacHpPOCTDaHEEb Ha BCE KOpHH
ypasHesia (c).

Cxkayers Teneps onpexbaars C m D 1o ToMy yCA0Bil0, TT00HI
ZH %ft npx ¢ == 0 cooTBETCTBERHO 06GPAMAIACH B ARHHBIA SYHKIIR
fru Fr nej)eu'knxoﬁ r. Jlaa aT0r0 NOXOEAMB

%

g = —

Vr’
TorAa BeabiCTBie ypaBHeHiA (@) MBI HOXYYHMD

() %:c’(%—?+£§u).

Pyuxnia % 6yAeTs cXEIyOMmMAaro BAia

%=X (Ccosmct—+ Dsinmci) R,

Ak R, 6yrers uMbTh criayomyio BeIRIRRY
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T n
R, = [ f cos (ml cos w) 1g (I sin® w) dw] f 74 cos (mr cos ) 0w
] ]

= T
—_ [ f cos (7l cos w) dw] f rcos (mr cos w)1g (r sin® w) do.
0 0

IlogcTaBisa Beawumsy % BB ypaBHeHie (€), MBI NOXYIHMDB JiA
ompextxenin B, cxbiyiomee ypasmenie

() c’-d;r,i"‘+(f;+m’c’)Rm=0.

Kpout Toro, ovesmpmo, Gyzers R, =0 jaa r=Ilnr=/.
YuHomaeM Teneps ypasHemie (¢) Ha B 0r H HHTerpEpyeM® ero
oTh ¥ =1 10 r ==1'; TOrA3 Mb1 NOAYIAMD

"
(9) dﬂ—————!ﬁmw=c’(‘fld’u13 or + 'uf—r”;dr)-

Ho meTerpupoBanie mo 9acTaMb jaeTsh

ou 9 PR,
drngdr——Rm—-r—%,+fu s or.

i’
Ecxn ke npexbast marerpatoss Gyryrs r=I 1 r=1, To,
O0YeBHAHO IO BBIMECCKA3AHHOMY, YACHE], HAXOAAMieCA BHE HHTEIPAIL-
HBIXh 3HAKOBD HCIC3HYTH, H MBI HOXYYHMD IPOCTO

,l ll
Pu #R
fFRmdr=quP' or.
i i
IloxcraBass BuMbcTo mHTErpada
"09
%
55 Lom 07

]

ero BeAWIEHY BB ypasmenie (g), Mbl Gyaems mmb1n
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‘“’U (22 L,)or],

a 9T0 ypasmemie BcricTBie ypaBgenis (f) mpEBOATCA Kb cXBAyio-
meMy

02fuR or

14
[ uBp 0r
——dtT—+m’c’fuRm0r= 0.
[
Otciofa 3aK09a¢MB, 9TO HATErPALD
ll

f uR,, or

eCTh GYHKIiA BpeMenn { CIEAYIOmaro BHAL

»
)] fuRmdr=acosmct+ﬁsinmct,

i
rak @ 8 B cyTh HOCTOAHHBIA TPOHSBOIbHbIA BEXHIMHE. FT06D onpe-
ABIATH X', HOXOKAMB { == 0 BB YPaBHEHIAXD

v

fuRmd'r = acosmct—+ Bsinmet,

¢
14

ou .
5 Bm Or = fmccosmct — amcsinmct
t

-+ ou +} 0z
m 3aMBTHMB, 9T0 TAKb KaKb %=1 2 B = =1 " =, T0 OpK

t=0 nukens ¥ = r_'—a fr, S—;‘ = r-'-é Fr; cxbioBaTeInro
- v v
a=f\/;ermdr, B=ﬁlzf\/rFrRmdr.
H 4

Wraxs, nojCTaBAAA 3TE BEXMIHHSI B ypasuenie (k), Mt OyAeMD
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ankTh

I

(k) fuR dr—cosmctf\/—er dr+—smmctf\/;FrR or.

IloxcraBasns B® ypaBeenie (k), cnpaBeitnBoe LA KAKOTO YTOAHO £,
pasiomenie w, MBI 3aKI09a€Mb, YTO TIEHbI 3TOrO PA3IOEeHid, €o-
orsbTerBylomie ApyraMs KOPHAMT ypaBHEHis (C) OTIRIHBIMG OTH M,
He BO#AYTDH BB NePBYI0 9aCTh ypaBHeHia (k); m0aTOMY ROAAHO GBITH

@ fR B_,or=0,

mom

ecIm m ecTh KOpemb ypaBHeHin (¢) me pasmbi m. Ha ocEOBRHIR
ypasredis () Mol o6paTaMs ypaeaerie (k) BB cxbiyromee

14

[Ccosm ct + Dsinmct] fR:.dr
4

l'
_ 1.
= cosmctf\/;ermdr+ — 8in mctf\/;E-Rmdr,
i [
OTKyA2 mmbems

” c f\/;ermdr e if\/-FrR or
n = —_—
JR”,,,&r ij or

Hraks, mcKoMad BelHUWHR 2, H& OCHOBaHim mocyBiEEXH pa-
BEeBCTBB, Oyaers cxbryoman

v
Vr fr Ry, {Vr Fr R, or
(0) 5—2 7" Cosmct-l—lz-‘,———sinmct _R_’“..
’fm or " [Rir J\’?

Nsw copmyiasr (o), moiaras Bb Hell { =0, moayuaerca cxb-
Ayloloee BhIpaEeHie AXaA MPOU3BOALHOR ®yBEKIiM fr
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"
ij;\/;ermdr

(») fr=2—-7
\/?_!R’m or

3HaKD CyMMbl AOXEeHb GbITh pacupocTpamerdh Ha BCh KopHEE
ypasgeria (c).

dopuyra (p) 10imEa GHITh PA3CMATDHBAEMA, KaKb CIBACTBIE
o6mare phmenia 3ajaudl 0 ABEeHIM yIpyro#i niacTeEkd. Bexm-
amEa 2, onperbisemas ypasueniemd (0) H BbiBeEHE&A U3b OOMIATO
EHTErpaia NpPeAJ0ReHHAr0 YpaBHedifd, OPeJCTaBIACTh BEIRTHHY
nepembmenia o 0cE z TOUKH, BaXoAmeiica Ha PASCTOAHIM 7 OTB
IeRTPa NAACTHHKH, KAKOBO Gbl HE 6b110 BpeMA f. CxExoBaTeabEO OHA
BHIpAEaeTh Tome nepembmenie npm {==0; a npu Hadaxb ABH-
JReHid, OYEBHIHO, MORHO JATb TOYKAMh NPOE3BOIbEbIA mepembime-
gif; D0aTOMy fr MORerTh OBITh NpPOH3BOIGHO JaHa Bb mpexbiaxsb
r=1_u r=1. Tome camoe Hy=no 3awETaTh 0 ®ynKnin Fr.

Jia Toro, yroGbl mepembmenie 2z He cabiazock Gorbe BeAKOH
JaHHO# BeIHYRHBI OPH YBEXHYeHIH {, HEOGXOLAMO, YTOOLI ypaBHeHie
(¢) mmkao Toasko opEm xBiicreuTespmble Kopad. IIyaccoEd ROKa3bI-
BaeTdh To0 BO BcEX'h 3ajadaxh HA OCHOBaHIM ypaBHeHiH, I0X0GHBIX'D
ypasgexriio ({) Bp Hamedt 3a1a7k.

Jlomycrams, guro ypamenie (c) mwEers xopess k-—+ s_\/—l-;
Torja OHO HMEeTh TaKmKe KOpeHDb k—s\/:l. Crbaaems BB ypa-
smenin (§) m =k —+sV—1, m =k —sV—1; BB Takous caysab

R,, Gyzsers saga P+ @ V—1 1 B, Buja P QvV—I; noa'romy
ypasrerie ([) o6paTaTCA BB Crbiyiomee

f[P*%Q=]ar=o,

OTKYA2 3aKII0TaeMB, 910 P— 0 @ = 0. H3b oTHX's ypaBHenii,

. uwEromuxs MECTO NpE KAKOMD YTOAHO 7', COJEPMKAIeMCH MEEXY

r=1 0 r=1, MBI BbiBejeMb k W § BH ®YHKNIAX> OTb 7, ITO
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0yzeTt HeCIpaBejIHBO; CXEI0BATEALHO, HEAB3A MPEAUOIATATE MHH-
MBIX'h KODHEli BH ypasmeHin (c). '
PEmams Tenmepe TOT®H Ke BONPOCH MOMOMBIO METOXHI, H3XO-
MeHHOH HaMB BDb nepBoll raak, To-ecTh, mocpeAcTBOML M3MEHeRiA
npejbioBD: HHTErpAJA.
IIo Teopemt Pypre Mp1 umbems
—00 —CO .
f(ct 4+ r cos ) =2—17-cf fcosaz (ct4~rcosw —) fa' 02 da;
~#00 400
crbjosareisno, pasiarag cos«(ct -+ rcosw — ') B sambuas, gro
_ . .
fsin (ar co8w) dw=0,
0
MBI XeTKO IDOXYJHMD

T 400 +00

ff (ct+r cosw) dw= Lf f fcosaz (ct—a) cos(arcosw) fz' 02 dm o

TOYHO TaKEe

fF (¢t =+ cos w) Ig (r cos w) dw

—+co

k.9
%:f f cosa(ct—x)cos(arcosw)Fz 0z’ da 1g (r cos ) dw .
0 -—0O

-0

CymMa mnocrbjmmxb AByX'h HHTerpaXoBh Jaerh o6mifi wBTe-
rpaxt ypasmenia (@). Cb Apyroil CTOPOHEI, TAKD KAKh MBI HMEeME

f [f (¢t +1 cos w) -+ Ig (7 cvs® ) F (¢t +- [ ¢os )] dwo =0,
(@)

f[f (¢t + U cos ) +1g (F'cos® w) F(cf + Veos w)] do=0 |
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Opd KakoMh yrojmo ¢, To 3aMbmAs cf 6YKBOIO 2, MBI ODH KaKOMD
yroiuo 2 6ysems umETH

f [f (241 cosw)+-1g (@ cos? ) F(g—+-1 cosw)] dwo=0,

® 1°
f [f (6T cosw)—+1g (' cos® w) F (247 c08)] do =0.

Yumoman aTH JBa YpaBHeHiA, cHAYAI& HA € ' dg, MOTOMD HA
¢* 0z, unrerpupys BB nepsoMs cIyiab orh £=0 o 2= oo,

BO BTOPOMB OTH £==0 10 # = — 00, H, 03HAYAA Yepesh p HHTe-
rpars
(o]
fe""‘ feiz,
0
Yepesh ¢ ETErparb
—00
fe"‘ feoz,
0
Yepe3s p’ BeIHIRHY
oo
fe""" Fa0z
0
H 9epesd ¢ BeIHIHHY
—c0
fe"‘ Fzoa,
Mb1 6yfeMs uMETH
o0 ]
fe_"' f(5-+1 cos ) dz= ¢ = © ( p—cos wfe_"y 59 £(y cos w) dy) ,

0 0 .
[ <] 3
f ¢ Po+lcosw) dz= e o ( p'—cos f ¢~ % By cosw)dy ) ,

o 0
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(-] 14 .
f % fla+-Tcos ) dg =€ “®° (p—cos wfe_ky WEC £y cos w) dy),
0 0

oo v
f € F(g1cos w) dg=e® ( p'—cosw f e Y5 Plycos m)dy) ,

0

-—C0 3

& fe+Teosw)dz =e o (q —cos| e 5 °F (y cos ) dy),
0 0
—co :
f & F(a+1cos w)ds=¢ Mo (q’— cos wfe"y %% Py cosw) dy),
0 0
—o .

feh’ £ (o1 c08 ) 0 = ¢~ c08© (q — ¢o8 wfehy OECL (y cos w) dy),
0 0

-—C0 14

feh’ F(o+lcosw)dz=e ™ B ( q —cos wfehy S8 F(ycosw) dy ) ;
0 0
NO03TOMY, Jﬂ;.laa

T 1
¢ (R) =f [em 89 eos wfe_hy B £y cos w) dy
0 0

4+ M eoswlg (T eost f ¢ OBy cos w) dy] 0w,

14

p (h) fl: 24 cos© kycoswf(ycosw)dy

ll
¢ % cos wlg (I cos? w)fe_h” OF (ycos w)d.'/:l do,
0

#3D yc2osiil () Mbr noxysnMn
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¢
T

T
p fehlcosmdw +P'f R0 Igleost)do =5 ( k),
0
T

3
pfeklfcosm 0w _l_p,fehl’cosw Ig ({'c0s?w) do = ?;( k),
0

My = .
—hl cos @ r [ —Hhleos w 2
qfe do g ¢ Ig ( cosP) dw = ¢ (—H),
0

0

n w
q fe—hl'cosm o - q,fe—hl'cosw]g (l'c0s*w) do = (P’(_h)-

Orciona, phias

T T

() = f Meose 5 f 7% 9 107 ¢os? ) o

0 0

P T
. fem'coswdw f ¢ % g (leos ) dw,

0

A(h) = (P/(k)fehl COsw 5 v (h)fehl’cos ® Jeo,
. 0 0

T T
M) =) [ Ig W'cost) du — /() € Ig leoshu)o
0 0

MBI 3B ypasHeHid (Y) 6yAems auETH i
QO N X () B M g ) NS N )}
P=l’ P 1TeEh TS
OT1co5a N0 npejsIAYIMUME OPABHIAMT JErKO IOIYIuMb Bb BHAT
PAZOBH BeIRIHRBI HATEIPAIOBRD

-0 —+C0o —+Q0 -+C0
fcos ax fx' ox, fcos ax' Fa' ox/, f sin a2’ fo’ 02, f sin az’ F' 02’
~—00 —0 —co —c0

8
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caBAylomuNs 06PasOMB: MOXOMEMD B =¢ -+aV —1 BB BEIpae-
HaxppUp Bh=¢—« V—1 B3 BBIPA/RERiAXD BEAWIMED ¢ H ¢,
u Gyiews HeoupeibieEHO yMEHLMATH €, OCTABIAA €r0 MOXOKHTEID-
Beivb. Torza mo mpejvizymeMy yBHAEM, YTO HETEIDAXBI

~+-00 —+00

-0 —
OyAyTs HyiAMd BcAKili pash, KOTAa « He e€CTh KOPeHb ypaBHeHia
i (2V—1)=0;
U03TOMY 03HAYMb 9epe3h p KOPEHb ITOro ypaBHenia m cxbiaems
a=p-+d, '

rih o HOBAA MOAORHATEABHAA HIH OTPHNATEAbHAA GE3KOHETHO-MAIAA
BexmyEEa. Bb TakoMb ciyuaB, TOUHO TakEe Kakh H OpemEAe, NpH-
BeeMh BEIWINHBI IpPEeJBIAYINHXs MATErPAIORh Kb crbayomemy

BHAY
-0

—az’ V=1 . aev—1) 2
_L ' fof 9’ = npen. V1) : arae Y

—ax’ V=1 gy ra ApV—1) 2
—Le Fx 0x'=npex. 6 \/'_l)e ek

[lepembnsa me 3Eaxs mpr V—1 BB n0CXEIREXD yPABHEHIAX'D,
Mbl GyAeMs EMETH

at’ V—1 o 1 5 4 )\1 —pV— 2
fe fr' 04/ = upex. eV 1) ek

—C0

—+Co

w! V=1 1, /2 7\(——-9\/—1) 25
e Fx'02’ =npes.

—CQ

CriajpiBasg HHTErPAXBI
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—+0o0 L —+co
fe—lw \/——1 fxl dﬁl o f 74 \/-—1 fx ew ,
—Q0 —C0

MBI HOXYIHMD

-+00

fcos:xa: f% 0’ = npex. — 3 [

-—00

)\1(9 \/“‘1) M (—P\/_) 2
e v—1) y—(—p\/—-l) o

Ho Takt Kax® mel AMbeMb

TO Xerko Gyaems mMETH

—+00
— 1, V=1)—(—pv=1) 2
fcosaw fx 0% = npex. - 1 V=D et
-—oo
TOYHO TaKKe
o ST 06V=D0n e VD) 2
. Iy ' )‘IP — +)\1 —p —1 g .
fsmow fx' 0x' = npex. V=1 T
—

Ho noiygennoe HaMM BhIpasReHie 2 H3bL 006maro HHETErpaxa
IAHBAr0 ypaBHEHiA HocpeAcTBoMb TeopeMel Pypre ects crbiyomee

T 400 -+C0

=-21;f f fcos act cosar'cos(ar cosw) [f+-1g (r cos’ ) Fir' 10z dade

0 —00 —00
T —+00 +C0

+—f f f sinactsinaz cos (acrcos<u)[fx +Ig(rcos’w)Fx 102 dadew.

0 ~—00 —QO

[oaroMy, yMHOmAA HBTErPaibl

-0 —+00
. 14
fcos o’ fx 0, fsm o’ fx 0%
-—CQ —_CQ

Ha MHORETEXH coSa ctcos (ar cos w)da, sind ctcos(arcosw)da B
8*
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WHTErpPEpPYs 10 a, OTh & == — OO, A0 & ==~ OO, MbI N0 DpeAbI-
AymeMy NOXy9HMD
T —+00 +C0

2—17:- f f fcos act cos (ar €os w) cos ax’ f2' 02’ dadw

0 —o0 —00

=%wa V=T)— 2 (—p V=)

cos p ¢t cos (pr cos ) dw .

W v—1)
38aKDb CyMMb! JOXRHO PACOPOCTDAHHETH HR BCH KOPHE ypaBHeHisA
p(pV—1)=0;
NOAOGHEIM JKe COBEPIEHHO 06pasoMb GyAeMb EMEBTH
-+
fcosax Fx' 0x' = npeg. = 1 AeV=D—2(—pV—1) 2 -
P‘ (p \/— 1) E —+ &
-~—00
o V=T 2 V=D —a (—p V=)
gy 1Al V=1)—2r(—p V=1) 2
F () == . 73
_J:mw PEEEE T i (p V—1) &+

N03TOMY HOAYYEMb H3b HDPEAbIAYINAroe H ABYXh NOCXBAHAXT ypa-

BHeHi#
T ~4+00 400

2—1; f f fsin act cos (ar €os w) sin o’ £z’ 02 dade

0 —00 —00

=__\/——_12 A (o V=1) 42 (—p V—1)
2 ! (pV—1)

sin pet cos (pr cos w) dw,

T
%, f f fcos act cos (ar cos w) Ig (r cos? w) cos ax ! Fx' 02 dedw
0

—Q0 —0C0

= % 2 cos P“f 2e \?2;;-(_:19) V=1) s (preosw)lg(rcostv)dew,
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—+00 +C0

1 f fsm act cos ar cos w 1g (r cos® w) sin az’ B’ 02 dadew
m —

2w

& S

= @Z sin pctf G vﬂ:\;‘gg V=2) cos(pr cosw)lg (rcos’w) dw.
[]

Hraxs Gyzers

= Sompt [ caron

—4- .@ Z Sill Pctf T (P \/—_1)+;,g((pr:/(i-825))‘r (p \/——1) 08 (pT coS (u) 00)’

r1k

3, (pV=1)=2 (p¥=1) -A, (-pV=1), o (p¥=1)=A(pV=-1)-A(=pV-1)

7 (pV=1) =2, (V=-1)+2y (-pV-1), 2(pV=1)=A(pV-1)+A(-pV~1)
OueBagHo, 9T0 MHHEMbIR 3HAKD HCYE3HETD BB BbIpameHin 2, H60

@' (p V—1) ects BEga PV—1, rak P rhilcTBATEISHAA ®YHKIA.

Ocraercd HaMh HAHTH PA3AMIHLIA CYHKNIH, BXOAAMIiA BB Bbl-
paxenie 2. [Iycrs 6yaers

A=fcos (plcosw) dw, B=fcos(plcOSm)lg (lcos’w)dw,

A =fcos (el cosw)dw, B'= fcos (o7 cos w) 1g (V' cos? ) du,
0

TOrA& TaKb KaKb HHTErpa’ibl

T T
f sin (ol €08 ) dos, f sin (pl ¢08 ) Ig (! cos? w) dev,
) Q
KaKoBb! Obl HEGHLIA p M [, YHEYTOMKAIOTCA, TO Mbl GyiemMb MMETH
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T ™ .
feplcosw V—1 do =4, fef-‘l €08 \/—llg(l cos® ) 0w = B,
0

0
k9

T
fepl’ cos w V—1 Ow = AI’ fepl' cos » V—1 Ig (l' cos? w) oo = B.
0 0

Toano Takx:ge

o(h)=

K i

14
f { fe Hi—9)e08 e £y cos ) dy-+lg (feost) f 9B By eos ) dy} cos wiw
0

o o0

—o(—h) =

T

)
f{ feh(l' 980 £y e0500) dy-+1g(lcos? w)fe h-9)eose By cosew) dy} coswlo.
0 0 '
Tlozo6ub1a e BhIpaxenia noaysaworea ia ¢ () 0 — ¢’ (—B),
CTORTD TOALKO NOACTABHTS I’ BMECTO [ BD BRIpamenin ¢ (k) 8 —o(—h).
Taxump o6paszoms, cibiassb

fx+f(—a)={x, Fr-+ F(—a)=z,

~ mu1 Oyaems ambrs
¢ —o(—h)=

T 1
f f ¢" % ¥y, (y cos ) cos wdyde

00

T :
-+ f lg (Z cos? w)feh (=9) % © g (y cos w) cos w dydw,
0 0

@k (=h=

[ f Iy (geos w)cos wiyde
00

n 1A
-+ f 1g (7' cos® w) f JE—viese g (y €08 ©) cos w0y dw
0 0
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TlosToMy, TaKD Kakb HHTETPaJbl

f f cos [p (! — ¥) cos ] (y cos w) cos wlwdy,
f fcos (e (! — ¥) cos w] P (y cos w) Cos wiydw

HCYe3al0Th KakoBbl 6bI HE GbliE [ m P, TO MBI JErKO 3D IPeAbl-
AymExD Bolpaeiit Gysems ambIn

7 (pV—1) =A(pV—1) — A (—pV—1)
=vV—1 f A f sin [p (' — ) cos ] § (¥ ¢os w) cos wdyde

—V—1 fA’ f sin [p (! — %) cos »]  (y cos w) cos wdydw

0

© ]
+V—1 f Alg (7 cos? w)fsin [p (' —y) cos w] @ (y cosw) cos wiydw
0 0

4 1 .
—V f A'lg(lcos ) f sin [p (—y) cos ] (y 08 w) €08 wydo.
0 0

Toauo Takme )
5 (pV=1) = (eV=T) =X (—pV—1)

=vV—1 f B’fsin [p (1 — 9) cos w] ¢ (y cos w) cos wdydw

(]

—v :Tfosin [p (7' — ») cos w] § (¢ cos w) cos wdydw
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™ )
V1 f B'Ig (L cos’ w) f sin [p (I— g) cos w] @ (¢ c0sw) cos wiydew
0 0

¥

—vV—1 f Blg (' cos® w) f sin [p (J'—y) cos ] ®(y cos w)coswdydw.
0 0

Ypasuenie . (p V—1) =0 o6paratca b crfiyiomee
T T
fcos (pl cos w) dwf cos (pl' cos w) Ig (!’ cos® w) dew

0 0

Q)

=fcos (el cos w) dwfcos (pl cos w) 1g (! cos® w) du,
0

0

KOTOpoe coBIajaeTdh b ypasHemiemd (c). Kpomt toro 6yzers -
kg T

' (pV=1)=v—1 [l fcoswsin (plcosw)dew f cos(pl'cosw)lg(I'costw) dw
0 0

ki3 <
+1 f cos (pf cos w) dwfcos w sin (p’ cos w) Ig (7' cos? ) dw
0o 0

—U f ¢os w sin (p!’ cos w) dw fcos (pl cos w) 1g (7 cos? w) dw
0 0

® T
—1 f cos (p!' cos w) dwfcos o sin (gf cos w) 1g (I cos® w) dw] .
[

0
ITogcraBiaa maizennnia BBIPaKEHiA A1 GYHKUiM _
M V—1)—2(p V—1), ), (p¥—1)—2,(—p V—1), &' (s V=1)

BL OpeiblAylliee BbIpameHie 2, HOIYIEMB Ty 9aCTb CYMMBI, KO-
TOpadA pacnoJomeHa N0 KoCHEycaMmd coscfp. Cb apyroii cropoms,
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rbias
f(—ycosw) + [y cos w) = ¢, (¥ cos w),

— F(— ycosw) -+ F(ycosw) = ®, (y cos w),

mol amkems

) +o(—h=
T 1
f f PN B0y (4 cos w) cos wdydw
o 0
T i

“+ f lg (I cos? co)fe" t=9)cmo g (4 cos w) cos wiydw,
0 0

¢+ (—h=
I

JI H OBy (4 cos w) cos wiyde
0

ok__;ﬂ

® Vo

-+ f Ig (7 cos® w) f SO g (4 cos w) cos wydow.
0 0

CrkpoBaTespno, TAKb KAKD HHTErPAIbI

T [
f f sin [p (! — ) cos w] ¢, (¥ cos w)cos wdwdy,
[} 0
L3 i
f fsin [p ¢ — y) cos w] cos w1g (! cos® ) P, (y cos w) dody
0 0

HCY€38I0TDh KaK0BbI Gbl HE GbLIE p H [, TO MBI NOXYIAME
t(pV—1) =A(pV—1) +-A(—pV—1)
T 14
= f 4 f c0s [ (1 — ) cos ] , (3 €08 w) cos wdydes

0 0
i

—-fA’fcos [p ¢ —y) cos ] ¢, (7 cos w) cos wdydw
0

0
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T v
+fA 1g (V' cos? w)fcos fp (' — y) cos ] D, (y cos w) cos woydw
0 0

3 i
—fA’ lg (7 cos?® w) f cos[p (I — y) cos w] @, (¥ €os w) €os wiydw,
0 0

7, (pV—1) =}, (p V—1) -+, (—pV—1)

]

=fB’fcos [p ¢ — g) cos w] ¢, (y cos ) cos wdydw

[

——focos [p (' — ) cos ] ¢, (¥ cos w) cos wdydw
T ° ° ]
+fB’ lg (1 cos® w)fcos [p (—9) cosw] P, (y cos w) cos wdydw

—fB 1g (7' cos® w) f cos[p (' — )] @, (y cos w) cos wdydw.

ToacraBiaa Teneph HAliieHAbIA BbIPAMKEHIS XA CyMMD
ApV—1) 42 (—pV=1), X (pV—1)~% (—pV—1)
BB OpeiblAylliee BHIpAXKeHie 2, Mbl HOIYIHMD BTOPYIO 9aCTh CYMMbI,

pacnoxomennod mo caEycamb: sin pct. Takums o6pasoms Hafizems

Z, YHOBAETBOpAILEE YCIOBiAMB, NO KOTOPHIME OHO YHEYTORAETCA
oz
ot
npa {=0 AOXRHBI PABHATHCA AAHHBIM'L NPOA3BOIBHBING SYHKUIAMD

M(r) m N(r). CxbaoBareanro mbi Gysems muBrn

AR BCAKAro ¢ npu r =1 u npu r =1 Cb Apyroil CTOPOHb! 2 W

M@= f f (r cos ©) 9w +fF (7 cos w) 1g (r cos? w) dw,
(t) 0 0

%N "= f f’(rcos ) dw +fF’(r cos w) Ig ( cos? ) 0w,
0 0
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’ f ) . - df r
I‘/I'h f r 1 F'r 03889210TD AHPeepeHNIAIbALIE KOPLHIIEATH! S~ A

or
oFr . .
5 Tak® Kakb A1a Kakoi yrogao oysknim @ (r) mel mmbems

fQ (r cos w) 9w = fQ(—rcosw) dw,

fQ (r cos w) g (r cos® w) dw = fQ (—rcosw)lg (reostw)dw,

TO U3 OPEALIAYINAXS YCIOBIA DOXyIAMD

[ T T
2M(r)= f ¢ (rcos w) dw + f(b (r cos ) 1g (r cos?w) dew,

@

T T
%N ()= f ' (r cos w) dow —+ f(b’ (r cos w) Ig (rcos? w) dw,
0 0

I'Wb Yr= 0_411" Dy = oor
or or

Ilo atemMb AByMDB, MAH 1O ABYMH NPEABIAYIIEMDL YCIOBiAMD,

onpexbanms fr m Fr no jamubiMb Mr m Nr, u TAKHMD 06pasoM’b

pbmavs Bompocth Booawk.

Moskers moKas3aThCA CTPAHEBIMD, 4TO HafleHROE HAMH BBIPA-
HeHie 2 COJepRUTD BeaHddHs! oymKmid fr u Fr ors r=20 o0
r==[, a, NOBHAAMOMY, BEIAIUHEI ITHX> SYHKIiH 0TH =0 a0 r==1
He JOJKHBI BXOAHTH B'b 33]a4y, H6O Mbl Ja€MD SYHKIIH HPOH3BOIBLHO
TOABKO OTH =1 j0 r =1 Ho noxo6usisa s@avenig oTs r =1 0
r=1_ Mb1 jaemdb paa oymknii Mr u Nr, a me jasg fr u Fr; n,
09eBHARO, Wb ycIoBid ({) mm (§), wro gia onpexbienia Mr m Nr
orb r=1 j0 r=1I Heo6X0AuMO 3HATHL 3HaYeHia fr m Fr ors
r=0 a0 r=1; mosromy @ HA060pOTb, 3HAA 3HAYECHiA PYHKIii
Mr » Nr jia BeImuum’s 7, CofepXalmpxcA Memay ! m I, Mbi BBI-
BeleMb 3HaueHia oyHkuid /r u Fr ote r =0 fo r =1 Ilo atoii
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opaanek nocxbynia 3mavenia goamun! Benpenbuno BofiTH B BONPOCH,
H, cxb10BaTEIBHO, JOXMHBI BOATA H B HAIDH $OPMYAbl.

OrrocaTeasu0 ypaseemif (v), BIH 9TO OfHO H TOxKe (c), 3aMb-
TAMNB, YTO €CAH €My YAOBIETBODAETD p, TO YAOBIETBODHTh H — p.
IloaTony BB paJaxh, BHIPAKAIOMHALD BEIHUHHY # MBI MOKEMD COE-

1
JARHATD 9A€HBI NO-NAPHO, OTH Y€r0 NponuajeTs MHOKHATEAD Ok '-I.uena,

cootBETerBylomaro p=0 gbrs, D0oTOMy ITO p=0 He ecTb KOpeHb
ypasHenia (1).

Bropoii cnoco6s, nocpeacTBOME KoTOparo Mbl pBmman Boupocs
0 JBHMBEHIE Kpyraod ynpyroi miacTHEKH, EMEeTs TO DpEHMyINECTEO
nepexrh mepBbIMB, 9T0 34ECh He HY:KHO AOKa3bIBaTh AEHCTBHTEAB-
HOCTH KOpHeii ypasmemid (v). Ecau6sb omo m mmbio MHaMble KOpHE,
TO IO CBOHCTBY 2HAAH3a Mbl AOXEHbI 66128 Gb! B3ATh OXHA TOJbKO
abiicTBHTEabHBIE €10 KODHA.

Ilepeoiii #Ace cnoco6h OCHOBBIBAGTH COPABEIAHBOCTE CBOAXD
BHIBOAOBD HA coo0pameHiaXh Mexammieckuxdb. JkicrBaTeanno,
©OPMYABI, BbIPAKAIONIiA OPOH3BOALHYIO SYHKIII0 H MPOHCXOAALIiA
0TD noxoxenia { =0, Bb murerpaxt AanEaro ypasHenis, 0CHOBbI-
BAIOTCA HA TOMB, YTO 3aiada mMbers phmenie, To ecTh, IT0 BCeria
BO3MOKHO CXBAaTbh HEMOABHKHBIME B2 KPyrOBBIXH KOHTYpa r=[ H
r =1, a 9aCTHUAMD HIACTHHKY, COAEDP/KAMEBMCA MERLY STHMA KOH-
TypaM#, OpHE Ha4axh ABH:EeHiA MOZHO XaTh NPOM3BOALHBIA mepeMk-
Inedis ¥ DpPOH3BOABHBIA HAYAIbHBIA CKOPOCTH.

Ecxu me 66110 GbI JaHO TO iKE camMoe ypasHenie H T jRe ycIoBis,
0 KOTODBIMD # YHRUTOZRaeTCd A1d 7=/ u r=1[, 6e3s TOro, 4T06b1
3TO YpaBHEHie W 3TH yCIOBif BHIBOAMAHCH W3'h COOGparkediil Mexa-
HEYECKHX'h, TO HHTETPAPYSA €ro Ho NEPBOMY cn0coGY, MBI He MOTAH GbI
CK23aTh, YTO OAYYCHHAA HAME $OPMYAa AJA OPOH3BOJbHOM ©YHKOIA
COPABEAIHER ; IOTOMY YTO BCErd MOMKHO a Priori JaTh TAKif ycAoBia
Alf 2, 4TO YaCTh NOCTOAHHBIX'> NPOH3BOABHBIX'H BEAHIHHD, OCTAIO-
madgcA 00 yJOBIETBOPEHIH 3THMDL yCIOBiAMB, HEAOCTATOUHA GYAETDH
AJa W300paEenia NPOW3BOABHBIXD ®YHKUiH mpm ¢ == 0.

Bropoii ¢noco6s me makers atoro meyzo6ersa. 3xbeh sbI pas-
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cNATPHBAEME JaHHOE YDABHEHie W yCA0BiA AAA ero HHTErpasa, Kakb
IpejsOmenHbIA a priori; mosToMy COpaBelIMBOCTH ©OPMYNH, MOXY-
9aeMBIX'b 10 3TOMY CII0COGY, He HoABepxEena comabuito. Mo&HO TOIBKO
samkrarh, 910 AAA COBEPIIEHHOH CTPOroCTH HYKHO GbIX0 651 AOKA3ATH
a priori CXOAEMOCTb PAJOBD, NOAYIAEMBIX'S IO YIOMAHYTOMY CHOCO0Y.

XoTa ypaBHeHif, KOTODbIA MOKHO HHTErDHpOBATH IO mOCABA-
HeMy cnocoly, AoXxEHbl EMETh HETerpaisi mspkcrnaro BEAR, N
AMERHO TaKie, KOTODIE COXEPHKATH NOXb 3HAKOMD HPOH3BOABHOM
oyBENin IEREfnyl0 ®yHKNilo HEKOTOPBIXD NepeMBHHBIXD He3aBH-
CEMBIX'B, OJHAKO HYRHO 3aMBTHTBH, YTO ¥ O NEPBOMY CHOCOOY HH-
TErpRpyOTCA HOXOGHBIA Ke YDPaBHEHid.

Tlepewiii m BTOpO# cmoco6si Gblam fambi IlyaccoEoM® BB ero
MeMyapaxb 0 TEOpiH TenJoTsl H Bh 0COGEHHOMD COIMHEHIH O TEOPiH
tenaoTs!, AMEomums 3arzasie: Théorie mathématique dela chaleur.

Bt stoms counaenin Ilyaccons ynorpe6aseTs NOCTOARHO NEPBbIH
€00c06s, TO €CTh TOTh, A5 MBI HAEMB IPAMO OTBH PAAOBE.

Bropoii ke cnoco6hb OHB NPEIATACTH BB MEMyapaxh O TeOpin
temaotsl (Journal de I’Ecole Polytéchnique, Cah. 19) kb npocrkii-
muvs npumBpams aroii Teopin. Be3w ocobemmaro saTpyAHeria
MOKHO NPHIORHTH 3TOTH CHOCOGH Kb BEKOTOPSIME 3a1249aMh Teopin
yupyrocrd TBepAbIXb Th¥b, Kakh HanpaMEps Kb 321895 06 yopy-
rofi nxactuEKE.

SambrEMs HakoHems, YTO ecdd 6b1 BBb nocabameil phmennoi
HaMA 3039E, Mbl crbialn HENOABHRHBING OLHHD KPYTOBO# KOHTYD'B
r==1, To BB 06eMD BHTerpark jamEaro ypaemenia

T T
F] =J1f(ct —#4"C0S ) 00 ~+ fF(ct —+ 7 ¢0s w) 1g (7 cos? w) dw
0 0

MBI GbLIE GBI JOXKHLI GPOCATH BTOPOH YJ1eHB, H6O OHDB O6GpamaeTca
Bb GeskoHeuHOCTH NpH 7 == 0. [losTOMY HY&RHO B3ATDH

k9

z:ff(ct-n—‘rcosw)dw.
0
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Pimaa Bonpocs no nepBony ¢nocoGy, Mbl HOXYIAMD LOPMYABI,
KOTOPbIA GyIYTDH COriachbl ¢b ®opMyiamd Ilyaccona BB ero memy-
apB: Mémoire sur I'équilibre et le mouvement des corps élastiques.
(Mémoires de P’Academie Royale des Sciences de I'Institut de
France, tome VIII). '

2.

0 COBOKYIHBIXD YPABHEHIAXD |

Cb YACTHbIMH MMPOH3BOJHBIMM NEPBAT0 HOPANKA

n

HBKOTOPHIX'D BOIPOCAX'D MEXAHUKH.

(ZHCCEPTANIA HA CTEIEHL JORTOPA qUCTOH MATEMATHEM, C.-[ETEPBYPI'B,
1867).



[TPETNCIOBIE.

—

Nzzarad Bb HACTOAIEMD COYMHEHIE HOBBIH MeTOXD HHTErpH-
POBaRiA COBOKYNHBIXH YpaBHeHi# '¢b YACTHBIMA NPOR3BOXHBIMH
IepBaro NODAjKE, A CYHTAl0 BeOOXOAEMbIME BOHTH Bh HEROTODBIA
ACTOPRYECKiA MOAPOGHOCTE OTHOCHTEABHO BOIPOCA 00> 3THXH Ypas-
HEHIAX'D.

TlepBria 0 HEXDH H3BICKAHIA 3aKi09aloTcA Bb padoraxdb bep-
Tpanal), Koropsii aaxb cmoco6s pbmarte mhkoTophlA BoOmpOCHI,
CyIIeCTBERRO Tpe6yiolje HHTETPEPOBAHIA COBOKYNHbIXh YpaBHEHid
Cb 9ACTHBIMH IPOM3BOJHBIMH.

Tocsk mero Jiysuiap na zexmiaxb BB Collége de France Bb
1853 roay Aarxrp 3ambyaTeibHyl0 TEOpPEMY, 3aKII0YAIOIMMYIOCA BD
JCIOBiAXD HHTEIPHPYEMOCTH JEdoePeHNiaibAbIXh Bbipa:kenid. Oua
J&eTH BO3MOKHOCTH H3h BCAKOH JAHHOH CHCTEMbl YACTHBIXH AH®-
®epernialbabIXh ypasHenifl cocTaBaTh Th CECTEMbI, KOTODHIA 4 Ha-
3bIBAI0 3AMKHYTHIMA H HODMAaIbHbIMH,

1) Mémoire sur les intégrales communes & plusieurs problémes de Mécanique
Journ. de Math. tome XVII. 1852.
Mémoire sur Vintégration des équations différentielles de la Mécanique. Ibidem.
Mécanique Analytique de Lagrange. Troisiéme édition. Notes.
9
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[ocrk Jiyeuisa cxbayers Bypb. OB mpeicTaBRXD aKajeMin
Hayks BDb IlapmmwE Bbp 1855 roay memyaps 06 WETErpHpOBaHiH
ypaBHeHil MeXaHHKE'), BB KOTOPOMb MHTErPHPYETH CHCTEMY COBO-
KyDHBIX'h JEHEHHBIX'h> ypaBHEHIf Ch YACTHHIMH IPOH3BOAHBIMH 0CO-
Gemparo Baza. Kb mscrboanito Bypa Hy&BO 65110 IpRGABATH yKe
0Y€Hb HEMHOI0 AIA TOro, 9To6bl PACHPOCTPAHHTH €ro cnoco0h Ha
Kakig yrojHO COBOKyNHbIA ypaBHERiA mepearo mopajka.

Bb 1861 roay »p mypmaxh Kpeais nosmmica nocMepTarlii
Memyapsb fko6u?), o6paTuemik Ha ce6a Bceollnee BHAMAHie pasHo-
o6pasievs M BaKHOCTiI0 3aKIIOUEHHBIXD> Bb HEMD DE3YIAbTATOBD.
Memxay npounMs oHD cozepmHTH H cnoco6s Bypa, xoTopsii, mo
Bceit BEposTmocru, maiizens Gbian Sxo6m yme ouemp gasmo. Ho
flko6n, Takme Kakb B Byps, kamercd, Be 3ambrmrs pacmpocrpa-
HeHiA ero Ha Kakig yTOAHO CHCTEMbl IEPBAro MOPAAKA.

B1 1862 rosy Byps manedatars Bb &ypHAXE NOIRTEXHHIECKOH
MKOAbI 3aMHCKY %), BB KOTOpO# ORH BO3CTAHOBAAETH CBOH NPaBA HA
u3o6pkrenie ynomanyraro cmoco6a. Tamhb ke 0HBL pacnpoCTpaHAEeTH
ero Ha KakiA yrogHo CHCTeMbl, IPHBOXA 3TH CHCTEMbI Kb 3aMKHY-
THIMD H HOTOMB Kb HOPMAJbHBIME.

TakuMs 06pa3oMb COCTABHACA OGmIiA MeTOA'h MHTErPHPOBARiA
CHCTeMD ypaBHeHi# mepBaro LOpHAKA, KOTOPblE A GyAy Ha3bIBATH
MeTOZOMD bypa, He oTpunas HECKOABKO DpaBb SIko6m Ha camocTo-
ATEIbHOE OTKPBITiE 3TOr0 cN0co6a AIA JYaCTHALO CrydYad HMDb H3cXB-
AOBAHHATO,

Ilocat BriIXoga cefivach ynomamytoii 3anmck# Bypa, Be 6b110
npaGaBieHO HAYEr0 CyImMEecTBeHHAr0 Kb Teopi HHTerpPHPOBAHIA CO-
BOKYIHbIXh YpaBHeHi#i ¢bh 9acTHbIME npom3eoinbiME. HEwroropsie

1) Mémoire sur l'intégration des équations différentielles de la Mécanique
Analytique. Savants étrangers, tome XIV.

2) Nova methodus equationes differentiales partiales primi ordinis inter
numerum variabilium quaemcunque propositas integrandi. Journ. von Crelle
Band LX. :

3) Sur l'intégration des équations différentielles partielles du premier et du
second ordre. Journ. de 1Ecole Polytechnique, 39 Cahier; 1862.
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mAcaTesn’) moxasasE yopomeria Bp meroxE Bypa, mo cympocts
nocabaaaro ge n3mbanzace.

Vpasnenin, xoropbia pascMaTpuBalh Byps, He COiEpHBATDH 3a-
BHCEMO# nepeMEHHOM, a TOXBKO ef 9aCTHBIA NPOA3BOAHBIA; HO, TEN'D
He memke, o6o0menic ero Meroja Ha yPaBHemid, ee COIEPRAMif,
Re MpeACTABIAETD HA Maxkimaro 3saTpyRueRid, B IOTOMY OB MOKETD

‘GBITH CYATAEMD COBEPIIEHHO OGHIEMD.

CylmEoCTh 3TOrO MeToxa, Kakh u3BhCTHO, COCTORTH BB Cxk-
AyIoIIeMb

PascuatpHBas 9acTHBIA NPOM3BOAHBIA 3aBECEMOH nepembaRoi
Kaxkp HemSBLCTHBIA OYHKNiW, Mel, IpH moMomu Teopemsl Ilyaccoma,
MoKeMDb NepediTH OTh JaHHOH# HOPMAXbHOH CHCTEMBI Kb APYLOH, BB
KoTOpOil wWHCX0 ypammeniii exmmumeto Goxke, wbmb BB jammoid. O
3TO# HOBOH CHCTEMEBI Mbl IEPEXOXHME Kb TpeThell, B KOTOPOi THCIO
ypasgenifi yseamamrcA eme Ha eimmuny. Ilpozosmas mocrynaTh
TAKHMB 00pa3oMb jarbe, Mbl OKOH9ATEIbHO NPUAEMD Kb CHCTEME,
unci0 ypaBHerifi KOTODOH, BH CAMOMB 06meMb cxydas, OyAeTs HA
epunEny Ooxbe dmcaa Rem3pECTEBIXDL YACTHBIXD NPOH3BOAHBIXE.
Phmues ypaBHemia 3Toil CHCTEMBI OTHOCHTEABHO 3RBHCHMOH mepe-
nEHEHOf B e NPOA3BOAHBIXD, Mbl NOJYIAMD HXB BbIpaKeHd Cb H3-
pheTHBIND 9HCIOMD HOCTOAHHBIXH NPOM3BOIBHBIX'H, YAOBIETBOPAIO-
mia mpeiomennoii mopmaisHo#t cmcremb. Bb ToMdb caysad, Koria
ypasoenis cefi nocrbameii He cofepmars 3aBECEMOE mepembrHOi,
YACAO ypaBHEHi# OKOHYATEAbHOH CHCTEMBI GYleTh PABHO YHCAY IDO-
H3BOAHBIX'H NepembrHOH 3aBACHMON, KOTOPaA NOIYYHTCA, Bb TAKOMB
caygaB, nps moMoOuI® KBaApPATyphI.

OcoGennplii WATepech npeicraBiseTs Bb Meroxs Bypa To 06-
CTOATEIbCTBO, UTO UpPH Kamjofl Omepamid, TO ecTh, IPH KARAOMB
nepexoxk OTH OAHOH HOPMAaXbHOH CRCTEMBI Kb APYroH, Ymcio mepe-
wEHEBIX'S Bb OGHIKHOBEHHBIX> COBOKYMHBIX'h YDABHEHIAX'b, HHTErPH-

1) Integration der partiellen Differenzialgleichung erster Ordnung mit n -1
Verinderlichen. Von Angust Weiler. Schlomilch’s Zeitschrift, 1863. '
Ueber die simultane Integration linearer partieller Differentialgleichungen.

Clebsch. Journ. von Crelle, Band LXV, 1866.
g¥
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poBaHie KOHXh HEOOXOXHMO JAf 3TOr0 NEpexOAa, YMEHBIIAETCS Hi
2k epmmmppl. Cnoco6h yMeHbmeHiA 9dcia DepeMBHHBIXD TaKKe
BecbMa 3amkuarerens. Ono npomsBoAmTCA Ge3h BBEACHIA HOBBIXD
nepemBEEBIXD, npocThINDG phmeRiemb ypasHenidl cHCTEMBI, OTHOCH-
TeAbHO HEKOTODBIXD H3h GYKBH, Bh HAXD BXOAAMAX.

IIpe Bcemb cBoemd mHTepechk Metoan Bypa ue MOmeT® GbITh
NPRIOREHD KO MUOTHMB BONPOCAMB, 33BHCAMAMD OTH BHTETDPHPO-
BaHIA YACTHHIX'h COBOKYDHbIXB YpaBHemii nepsaro mopagxa. Bn
camoMd Akxb, W3 DpeAbBAYmIAro NOHATHO, 9TO A0 TEX'B NOPD IOKA
Mbl He Noxyynms nocxbaneif BopMainHO# cucreMbl, MBI, cxbaya me-
toly Bypa, mmuero He MomeMdb CKasaThb o <opMt memsphermoil
©YHKIiA, onpexbideMoi DpepiomenHo0 chcremow. Mexiy Thub
OXHE H3b CaMbIXh HATEDPECHBHIXb ¥ TPYAHBIXH BOOPOCOBD, OTHOCH-
IMEXcA Kb Teopim HHTErpHPOBAHIA 9ACTHBHIXh COBOKYIHBIXD ypaB-
uenifi, cyTh EMeHnO TB, Bb KOTODPHIXH TpebyeTca onperBinTs BELB
Hen3BBCTHOM $YHKIIM HA CTOIBKO, HA CKOJBKO IO3BOAAIOTH ciBiaTh
3TO ypaBHeHis, ee oupexbasiomis.

WscakpoBanie EEROTOPBIXD WD HAXH NPHBEXO MeHA Kb APYroMy
MeTOAY, OCHOBaHHOMY H3 HHBIX'b H29alax’h. OHb Aa€TDH BO3MOKHOCTH
phmars Bonpocsl, BbIXoAAmIie H3s Kpyra Thxb, Kb KOTODBIMD OpA-
J0;EAMD MeTOXs Bypa. ’

Xorg MO# MeTOAh MOMKETH ObITh NPHIOKEHD HENOCDEICTBEHHO
Kb Kakoil yroguo zasgoii cucremb, TiMb Be Menbe a pascmaTpEBalO
cEagaia 3ambaaTesnHbIA CHCTEMDBI, KOTODbIA A Ha3Balhb HOPMaJb-
HpIMH. §1 mOKa3b1Bal0 OfHO mpeoGpasopamie, jalomee BOMOMKHOCTD
Oepe#TE OTH JAHHOH HOPMAJBHOH CACTEMBI Kb APYroi, Bb KOTOpOH
YECIO YpaBHEHiE W UMCI0 mepeMEHHbIXh HE3ABHCAMBIXD GYAYTH
Kamaoe ejuHHuelo Menome, vhME Bb AamHOR cacremb. O11h HOBOR
HOpMAJXbHOH CHCTEMbI MBI llepeiiieM® Kb TPeThel, Bb KOTOPOi onAThH
H 9ECAO YpaBHenil H 9uci0 nepeMBHHBIXD He3aBHCHMBIXD yMeHb-
muarea Ha ejummnmy. Ilocrymaa Takumb iKe o6pasomt jJaxbe, MbI
npujeMDd OKOHYATEAbHO Kb OAHOMY YDaBHEHil0, MHTErpHPOBaHieMD
Koroparo B phmans Bompocs.

Taxams 06pasoMb NpA Kamjod omepanim Mbl OCBOGOEAREMCA
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OTH OAHOTO YPaBHeRid H OTH OAHOrO HepeMBREAr0 HE3ABHCHMATO.
Jaa Toro ke, 9T0GEI IPOH3BECTH YNOMAHYTOE OpeoGpasoBanie, Moif
MeTOAB TpeOyeTh NOJHATO MHTErPHDOBARIA OAHOr0 MW3H ypaBHeHij
CHCTEMBI, YTO PaBHOCHABHO HHTErDHPOB2HII0 OGHIKHOBEHHLIX'h COBO~
KYDHBIX'h ypaBHEHid, BD 9HCYE, PABEOMD YZBOGHHOMY UHCIY Iepe-
MERABIXD He3aBHCHMBIX> BTL 3TOMB ypaBmeHin. Otcioga crbiyers,
9TO 9HCAO ODepeMBHHBIXD BH 0GHIKHOBEHHBIX'H COBOKYHHBIX'D yPaB-
HEHiAXb, HHTErPAPOBAHIC KOTOPHIXD HEOGXONHMO JIA IEPEX0ja OTh
OAHOH HOPMAJBHOH CHCTEMB! Kb APyroif, yMeHbmaercs Ha jF exm-
HHIBI; TOBOPA KOpOdYe, OPH Kamjoff Onepaninm NOPAJOKD 3aJa9H HO-
auRaercd va Asb exmEnupl. JTO 06CTOATEARCTBO BETphUaeTca B BB
meToxs Bypa, x0T4 0HO 0CHOBAHO Na COBEpPMIEHHO HHBIXH HAYRIAXD.
XapakrepucTHIECKan e O0COGEHHOCTH MOEr0 METOA3 3aKAI0YAETCH
Bb NOCY5Z0BaTEALHOMD YMEHBIICHIH 9HCIA ypaBHeHili, KOTOPHIMD
JONKHA YROBXETBODHTH Hem3BhcTHAa oyHENia. OHO TO EMEHHO M
BE06X0JEMO Jia phmenia BONPOCOBB, 0 KOTOPHIXB MBI I'OBOPHIR
BBIITIE.

Jan ppriomeniif A BpIGpaxs BODPOCH, Cb KOTOPAro, MOMKEO
CKa3aTh, HAYAIACh TeOPiAd HHTErPHPOBAHIA JAaCTHBIX'D COBOKYIHBIXD
ypasueHidi, WMenHO, BONPOCH O HAXOMKAEHIH HHTETPaJOBh, OGIMEXE
MHOTHMT 33]29aMb O ABHAEHIM TOoYKH. 1 orpaEmumBaloCh ABWEKe-
HieMB cBOGOZHOM TOYKE BB IIOCKOCTH, OCTAaBAfA ABHMReEHie IO mo-
BEPXHOCTH J0 0COGeHHOE CTaThE 00 3ToMb npeximerh. Bompocs
3T0THh 6bIXDb NpejnoKedb BeprpasoMs Bh OJHOMD H3D YIOMAHYTHIX'D
MeMyapoBb W pEmoEs HMB 2Ia TOro caydas, Koria cuisl, k-
CTBYIOMiA BDb 3aAa9E, He 3aBHCATEH OTH CKODOCTEH M BpEMEHH, &
TOALKO OTH KOODARHATH ABWRymeiica Toukd. Cmoco6n Beprpaua
OCHOBAR'® HA 3ToMb mocxbanems o6croaTeIbcTRE, H HOTOMY HE HmpH-
J0REMD Kb BOIpoOCy, KOTOpEIE A 3xEch m3cabyyo. Cuibr Bb 331a-
9aX'’h, KOTOPbIA A Pa3CMATPHBAIO, 3ABHCATD OTH KOOPAMHATD H CKO-
pocreil Asmmymeiica TouxH. Jaa mpocToTBI A mpeanoiaraio, 9TO
ork He copepRATDH ABHBEIMG 06Pa30Mb BpEMeHH.

Cnoco6s, KOTOPBI f OpeAlaral0 Bb HACTOALIEMD COURHCHIE
AxA H3cabroBania mof0GHBIXH BONPOCOBH, €CTh Bnoamk o6mijit. Pe-
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3yAbTATHl, HaliieHHBIE MHOI0, H3J0KeHb] B BHAE TeOpEMb, KOTODbIA
umraTeab MoXAeTh BHAETH BO Bropoil raapk coumnenmis. S sawbuy
agBep ToapKo, 9TO KpomE AByX'h ©ODMB HATErpaia, JaRHbIXH Bepr-
paHOMB Jaf 9JACTHaro ciydad, BMb B3CXEJOBAHHArO, CYNIECTBYETDH
eme TpPeThd, HeCOBIAAAIOMAA HA CBb TOI0, HE Cb Apyrow. Iloxasasme
ee, 1 pomoansio 3TAMB m3cxbroanie Beprpana. IL. JI. HeGbimeBns
3aMETHIL, 9TO 3TA ©OPMA MOMKETDH OBITh Pa3CMATPHBAEMA, KaKbD
KomM6unania BepTpanoBBIXs ©OPMB, KOTOPbIA BBIXOAATH KAKD 3aCT-
Hble CXyJaW ODH MOEXDH H3CIEIOBAHIAXD.

B 3axmouenie A CYATAI0 HEOGXOAHMBIMBL YNOMAHYTH O TEXB
IpejI0KEHiAXD, 3AKAOYAOMAICT Bb ITOND COYMHEHIH, KOTOPHIA
YUTATEIb MO&ETh HAfiTH BB TOMB HIM HHOMB BEAB y ADYrux® aB-
TopoBb. Beh JokasaTesbcTBa ITHX'D NIpejIOiKeHid, KOTOPbiA A H3-
xaraio 3rkce, npEEALAERATD MHE.

Bb #°1, 2 u 3 a pamovnEaio uATaTe]I0 H3BECTHBIA TEOpEMBI,
BBIDAZRRIONIiA NpoLelypy HHTErpHpOBaBiA ypaBHEHia mepsaro mo-
PAIKA Cb YACTHBIME UpOH3BOXHbIME. OHE CIyRaTR OCHOBAHIEMD
MoeMy MeToxy. S UpHBOKY HXB 6€3D JOKa3aTEAbCTBA.

B3 n°4 a pascmatpusaio nbKoropnia sambuareababia BhIpame-
Hif, KOTOpBIA CyTh HEYTO HHOe, KaKh cKo6kH Ilyaccoma Bb ®opmb,
orHOCAmElcA Kb Goxke o6memy caydaio. Vb 9THXD BbIpamenii
JCrKO MoXydaTh ckoOKH Ilyaccona m HaoGOPOT®.

Bb #°5 a BeIBOKY yciosie, Heo6XoauMoe AAA TOro, 9TOOHI ABA
9acTHBIA JHeLEpennialbHbIA ypaBHeHid nepearo nopajxa amEkan o6-
mee pbmenie. JocraToasocTs ero foxaszana Bbn° 9. Yciosie aTo co-
crasigeTs Teopeny Jiyauaa. Moe J0Ka3aTeIbCTBO OCHOBAHO A C006-
pameHiax'b, KOTOPEIA NOTYTH GbITh N0AE3HBI H Bb APYTHXD CAYIAAXb,

Bt 7°6 a onpepbagio 3aMKHYTBIA ¥ HOPMAAbHGIA CHCTEMBL. JTH
cacrembl Berphaatorea y Bypa 1 y Axo6e.

Bp #°7 a noxa3eiBalo, 9TO BCAKoe Npeo6pa3oBaHie 3aMKHYTOH
CHCTEMbl €CTb TaKKe chcTeMa 3aMKHyTad. IIpepromxenie ato, oge-
BHAHOE cayo Do ce6h, ckoasko mb masberuo, 3xbch m3z0OmEHO BB
nepeblif pass Bb o6mems Buxb., Jia AnHeliHLIX® ypaBHeHid OHO
JoKa3ano y Hie6ma Bb ynomasyToms mMemyapk.
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Bp 7°8 a noxassiBaio mpeo6pasopaHie 3aMKHYTOlH CHCTEMB! Bb
Hopmalbuylo. OHO COCTRBAAETH XAPAKTEPHCTHIECKYIO OCOGEHHOCTD
MeTOJ0Bb, J2HHEIXD BypoMs  fko6n. S cuurars moxesHbMb OpH-
BECTH €ro Bb MOeMh COYAHEHiH, TaKh KaKbh 3T0 IpeoGpasoBamie
A3ETDH CaMoe mpoCcToe CPeJCTBO NOXYIHTh HOPMAIBHYIO CHCTEMY H3D
KaKofl yrogso 3aMkayTo#i. IIoayuHBH Dash HOPMAIBHYIO CHCTEMY,
OYEeBHAHO, MBI MOKEMT HaifiTH Ge3TMCICHHOe MHOKECTBO APYIHXB
eil paBHOCHIBHBIX'D.

8 JexaGpsa
1867 roxa.



I'TABA 1.

MuTerpupoBaiie COBOKYNHBIXb ypasHenidi Cb YacTHbIMM
NPOM3BOIHBLIMK NEPBaro nopa/Ka.

1. Meroxs! mETErpEpoOBaHiA, KOTOpbIE A MpEAJAra0 Bb HACTO-
AmeMb COYWHEHiH, OCHOBHIBAIOTCA HA IOXHOMD WHTErpHpOBaBiA OT-
xEIbEBIX'D YpaBHEHil Cb YACTHbIMA NPOH3BOAHBIME EPBATO NOPALKE;
HODTOMY A M03BONO ce6h HANOMHATH YHTATEIAMD, KAKh 3TO HHTE-
IpEpOBaHie DPOUSBOAHTCA.

Tycrs GyAers mpelaoikeno ypaBHEHie

av av av
a f(910r- - 7, ) =b
) /L IRRERY WAL ril Fri e
ik §,,9a, - - - - 4, Cy'Th DepenbanbIA HE3ABHCHMbIA, V BX’h ®YHKIIA,
KoTopyw cabiyern HailTh B3B STOrO ypaBHeHisf,

v 4y dv

2 =1 -5 !

@ ~ dgy  dgy gy,

e 9aCTHbIA NpoE3BOjEbIA H b neonpexbienHoe MOCTOAHHOE, 060~
3HA9AEMD 144 COKpameHis BelAIAubl (2) coorBbTCTBEHHO TAKD:

(3) D13Pas- o+ 1 Py

H, PASCMATDHBAA Bh SYEKIE f(%sdas- - - 1 Gns Vo ProPare + + s Pu)
BEXHIYHHBL

3 bis) G993y« + 3 Gp2 P19 Pas e - - » Pns vV
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KaKDb nepem’ﬁﬂubm HE3aBUCHMLIA, COCTABAAEMD €4 YaCTHBIA POH3-

BOJHBIA; TOTAZ MBI MOKEMDb HANUCATH CXBAYIOIYIO cuCTEMY OOBIK-
HOBEHHBIX'h COBOKYNIHLIX'D yPaBHEHI

4) 3 dql Ay . ... ag, __ av
_f _i_p if—.'_p if+...¢+p if—
dPl dp, dpy, 1 dp, 2 dp, " dpy,
-—-. dpl = dp2 e—— ;%__.
- df a = df a — T daf df
i, Thav g, TPav dgn T Pn v

Jlag Baxompemin oymknim ¥V, yzoBiersopaiomeil ypasmemiio (1),
IpeEle BCEro HYARHO HHTErpupoBaTh cHcTeMy (4). Ilycts 27 ea
HHTErpalosd OYAYTH

(5) =", o =h, ?2=h2""’?2n—1=h

n—1?

rab mepBuii H3L HEXD ecTh ypasmenie (1), ¢, g, - . . Pap—y CYTH
@YyHKNiR nepembHEBIX® (3 bis), a A, ky,. ... h,, ; TOCTOAHHBIA
IPOA3BOIbHbIA, BBEACHHBIA HHTEI'PAPOBAHIEM D,

Ilyets GyzeTs @ Kaxkan HE ecTb AaHHAA NOCTOAHHAA, HampaMEpsH
Hyib; cxbiaemd Bb ypasHeHiaXDb (5) 0fHOBpeMEHHO

(6) V=4, ;=4 6=8" - 4,=0", 2,=0" D=D7", ... B,=D,,

canrad ¢,°% g% . . . . 4,%2,% 0% . . . p.° 38 POA3BOALHEIA HOCTOAH-
HBIA; OYCTh Bb 3THXD NPEAUONOREHIAXD GYHKUIH f, @, , Py,

e ?2”—1
o6patarca cooTBETCTBEHHO B caAbAyIOmin:

0 0 0 0 .
% 9.5 gh. - .. P an—1?
TOTA2 COCTABIgeMDb YPABHEHifl
p— 0 e — 0 — 0 —_ 0
() f=b,f =, =P Pa= P+ - Pap—1 = Pap_17
9ACI0 KOTOPBIX'h 6yAers 2n —+ 1. MIcKI09aeMD H3D HEX'D BEAHIHHDI
2 Pl ... p; ¥ Hach ocramerca nocxk mCKAKYeHia eme n —+-1

ypasrerift mMexny nepembmmbvm (3 bis) B mocTosmEbIME IpOH3-
BOAbHBIMH

(8) AN AN AN
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Phwmanb 5TH n —+ 1 ypaBHemiii OTHOCHTEABHO V, Dy, Dyy. -+« Dy
Torza cim mocxbAmia BrIpasaATcA Bb SYHKLIIAXD OTH iy dase s « » Iy
§ OTH HOCTOAHHBIX'h NpOH3BOAbHBIXD (8). Boipamenie V' OyieTs
YAOBAETBOPATH NpejI0:KeHHoMy ypaBHeHilo (1) B ero 9acTHBIA Ipo-

H3BOJHBIA av av - av

dg’ dg 7 day

6yiyTh TOMAECCTBEHHBI CDb HAiJeHHBIMH ceffuaCh BbIPAREHLAMHE

- Py Pasyeee s P

9ro Beipaxenie V, cofepamamee 7 NOCTOAHABIXH HPOH3BOIL-
HBIXh, HA3BIBAETCA NOAHBIMD HETErPatoME ypasHerid (1).

B ToMd cayuab, KOria ®yHENia f HE 3aBHCHTH OTH V, METOXD
maTerpuposania Fhckoisko mambEaercd. Bwmbcro cmcreMbl (4) Mb1
6yaems mmbrs cabayomyio:

dg, d dg, _ _dpy__  dpy _ . ___ dp,
(9) QI—-12='...=1fﬂ_—__df]:__ﬂ_— — if_
dp, dp, dpp dqy dg, din

Tlycrs maTerpass cucreMsi (9) 6yAyTs
(10) f=b7 ?1=h1, ?g=h2,--.,?2n_2=hm_2

3xkch f m306pamaers nepByio 1acTs ypaerenia (1), KyAa swkcro
BexudEHD (2) nmoacraBieEbl (3); @, Pas. -« s q;,m_s CYTh ®YHKIIA

OTB @, 85>+ + 10 P12 Dgre - =3 Pps & byybgy. o oy hy, o TIOCTORHHBIA
npon3soxsabla. Jhaaens B ypasmeniaxs (10)

6 =0, §,=0" G=0" Lu=12 Pr=P" D =Ps’s-s Pa=P0’
H IycTb OHH o6paTATeA Bb cxbaylomis

fo=b, 0 =hy, ¢ =hg. .-, 9% s =Py,
PEmaent ypasnenis

fo=1, ?1°=‘?n. P2’ =%are s ?'sn—2 = Pan—s

OTHOCHTENBHO g, g, . « .,4,% 0, DY, . ., p,° W HYCTh BbIpameHia
4’ 2 - - 5 4, OYAYTD
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(11) 9’ =F, (‘Pn Pgyeres (Pm—z)’ %’ = Fs (?1 3y Pageees ?m_z)r---
¢’ =7, '

n—1 (?l’ ?2""' (Pm_z);

TOrA2 NPAGABUED Kb ypasmeniaws (11) aammoe ypasmenie f=15,
MBI 00pasyemh CHCTeMy, COCTOAMYIO H3b % YDABHEHifi; M3b HAXB
BLIDASHMD BEAWTUHD! P, Py;..., P, B CYHKUIAXD OTD ¢y, 4j,...,q, B
oTh ¢, 4. .., q,% KOTOpbIA GyleMbh CYATATH 33 NOCTOAHHBIA
nporssoabubiA. Hafizemunta BhIpamenia p,, p,,. .., », RBiawoTe
cyMMy

. pag, +pydg,—+ - - - - -+, dgq,

HOANBING AHPPEDPEHNiaZoNs W YAOBIETBODAIOTH NPEAAOIEEHHOMY
ypaeeenilo f=2>. Onpexkienie mckomo#t oymknin ¥V npmsogmres,
[09TOMY, Kb KBajpaTyph

(12) V=f(p1 dg, + Py dgy - - - +p,,dq”)+ G,

rat C nocroamuas mpomssoxbHas. Beipamemie (12) cozepmars n
MOCTOAHABIX'D NPOH3BOALHBIXD

0’ QEO’ QS()’ AR | Qno‘
2. ycrs Gyzers
V="F(,gq,,.. 3 Qny Oy Ogye v oy 0 1y A)

HOJHBIA BETErpaxb ypaseesia (1) ¢b % MOCTOAHHBIME NPOB3BOXL-
HBINE a;, &,,..., 2, ., A. Torga mo cnoco6y Jarpamma o6miit mute-
Ipaxs 3TOr0 ypaBHCHIA BBIDASHTCHA CHCTEMOIO YDaBHeRii

V=F(gn92a' ey %y gy -1“,,_1144)1

(18) dF dFdA _ . dF -dF dd _ dF dF dA
da, dA'da, de, ddda; TV da,,_l”“ﬂ'da,,_fo’
rAB 4 cuATaeTCA NPOM3BOABHOI0 SYHKIIGI0 OTH &, 0. . . N
Catxaems BB cucremt (13) gaa coxpamenia
4, add a4
(14) d—a;—ﬁu E—ﬁsa--o,m=3n—1
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n npu6aBAME Kb Hell ypaBHeRis

ar ar ar
(15) tf_m =P a'q—z—.pm' e d_q;—p”’

TOra MBI MOEEMD BbIBECTH M3b ypasuenid (13) m (15) BeangmBbI

(16) Opy Ogye - oy Oy 44 4, pu pm' sy 37;—1

BD @YHKIiAXD 0T DepenbrEbIXS (3 bis). ITH @yHKOin GyAyYH ypas-
OeHB! NOCTOANNBIMD IPOH3BOABHBIMD JAaAyTDH 27 — 1 HHTErpalosb
CHCTEMBI 0OBIKHOBEHIBIX'h COBOKYNHBIXD ypasHemid (4). Ilocxbxnii
oAl HHTErpass O6yrers

(A7) @3- - 190 Vs DisDPay - - -2 P,) = HOCTOADHOMY == .

3awbrams 3xkeb, 9ro BhIpamenia Beananys (16) B nepembHEBIXD
(3 bis) A0xERBI GHITH OCBOGOMEAEHBI OTD HOCTOARMNOH b, MOACTAHOBAE-
miens BmBero b oyuknim f. Torza ToabKO MXB MOKUO Pa3cMATPH-
BATH HOTErpaiaMu CHCTeMbl (4), TO-eCTh, TAKEMHE ©YBKIiAMH, NOAHbIE
ARO®EPEHnialnl KOTOPbIX'h YHHYTOHKAITCA TOMAECTBeHHO, mocxb
sambaenia Beananesb

(18) dqys s, - - -, A4, AV, dpy, dp,, . . ., dp,

KOJAYECTBAMH HMD HPONOPNIOHAILBBIME, HA OCHOBAHIE ypasHenil
cacreMsl (4).

Ecam me Bb Bhipameniaxb Bexmyund (16) mocroamsas b me
saxwbaensa <®ynkniewo f, To ynoMAHyThle HOJHBIE AHEOEPEHLialb! 0O
ckasaugoMb samboenim Beamsmns (18) Tarme ynuuromarcs, HO Bo-
ofme He TOMAECTBEHHO, 4 na ocHoBamim ypasuemia (17). Takoe
00CcTOATeALCTBO OGHIKHOBEHHO caygaercd, ecinm b me ecTh Beompe-
xbaennas nmocrosusas, a wkkorTopoe JanHoe Yucio. Bb aroms cxyuak
ono cosckmb mpounajaers Bb ypasmeniaxs (13) m (15).

3. CabiaeMs
f=d,p,+ 4,0+ -+ Anpn,

rak A, 4,,...,4, 6yiyTh @YBKIiAME OTB ¢,,d,,- - -,q,. LOrAa
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nepssia #n— 1 ypaBaeHiii cacremst (4) 6yAyTDH
(19) I _%_ ... %0

A4, 4, 4,
B cacreMa (19) MoxeTD 6b1Th RETErpApoBana oTAEasH0. [lozomums,
9TO ed HATErpalbl CyTh

q’l@n%w <y =0n q’a(QUQM' . qu)':‘cm' R
Yoy @15 %y - 2 8) =Gy
TOTA%, HE MHTETPHPYA OCTAIbHBIXH ypaBHeHiil cHcTeMbl (4), MBI
MOKEMD COCTABHTH HOJHEIH MHTErpath ypaBHEHis

av av av
(20) AI‘E—"ASCI_%_'_”' —I—A”dq” 0.

Bb camoms xbrB, osnagas vepessd «, o,. . .
HbIA TPOH3BOJBHBIA, MBI MOKEMT NOIORATH

@, ;, 4 nocrosn-

(21) V=¢1¢1+¢,% e, 1‘l"n—1+A'

OO6miii mHTErpardb ypasaenia (20) BhIpa3sHTCA COBOKYNHOCTiIO ypaB-
Henia (21) co cxl;nyxom,nmn:

0 a4
(22) q’l —_—0 q’2 == 70--, "l“n—1+—_=0'

dx,
ITpr mpowWsBoabEOH @yHKNIA A OTB &, Ogy. s .y &, ,, B3D yPaB-
Heniit (21) v (22) Gyaets cabroBats, 9T0 ¥V caMa €cTh IPOH3BOAB-
HaA oyHKnia koamtectes Yy, Y,,..., ¢, ,. UTO 0HA y1O0BIETBODHTEH
TOMKAECTBEHHO ypaBHeniio (20), 3T0 0ueBHLHO.
4. Cucrema (4) pasnocusbHa cafpyiomenMy IuneiiHoMYy ypaBHe-
Hil0 ¢b YaCTHBHIMH UPOW3BOLHBIMA:

aW daf AW daf _ dW df _ aW df

dfh dP1 dp, dg, d% dp, dp, dqz
dW af aw df

(23) 0=1
+d—< /L "f)
av pldp p’dp,, p"dp
_df( AW _ AW dW)
av\Prgy, g, Do Gp, )
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rik W ecrp memssbernas oymkmia. Iloamoe maTerpmposamie cH-
crems! (4) MoRHO 3aMEHHTH TaKMMD e HHTEIDHDOBaHIEMD YDaB-
HeRia (23).

Broipamenie, Haxopsmeecad Bb DePBOfl JaCTH 3TOT0 ypaBHeRHiA
BecsMa saMbuareasso. OThb sero raaBrbimmMs 06pasoMt 3aBHCATD
CBOHCTBA BHTErpaJoBd ypaBHeBiil mepsaro nopaika. Beipaxenie aTo
mpeicraBagers onpepbiennoe pbiicTBie, coBepmenHoe HaADb AByMA
oyuxniaMa W u f; Mbl GyAeMb €r0 0603HAYATH CHMBOJOMB

(24) (W, ).

Koraa W 1 f ue 3asmcATH 0Th V, 0B GyAeTH COBNAJATH Cb CHM-
Boxoms Ilyaccona.

Bt macroamens naparpadh Mbl JoKameMb OAHY ®ODMYIy, OT-
HOoCAMylocA Kb cuMBoxy (24), koropas 6yieTh HAMB He0OXO1HMa
nocrb.

O6osnaunmp camsoioms X (V') Boipamenie

av av av

(25) X,Ex—1+Xzaz—2+----+Xna—x—”,

rak @, %,..., %, CyTh Depembunnia mesasucamsisa, X, X,..., X,

JagHBIA CYHKNIH 3THXD nepeMEEHbIXB, & V' Beoupepbiemnas AXb
oyHKNiA; Toria Bbipakenie (24) 6yAers yactmblil caydail (25).
HMoxcrasams BB oyuEnito V Bubero #,,4,,. . ., &, COOTBETCTBEHHO

BbIpameHia
o, +eX,, r,+eX,. .., 7, +eX

H 03HRYAMD Pe3yIbTATH HOJCTAHOBKH uepess V'; Bb Takoms cayuak
[

. 14
uipamenie X (V) ecTs HAYTO HAOE, KAKD BeAWIWHR —— IPH 3Ha-

YeRnidl €, PABHOMD HYJo.
Iloxoxums Teneps, yTo ¥V MOEETD OBITh Pa3CMATPHBAEMA, KAKD

®YHKNIA OTH fy,fy,.-f,, KOTODBIA, B CBOI 0¥€pelb, CYTh PYEK-

Wig OTH ,, %, . ., &,. Torsa seamumaa X (V') BbIpasuTcA TAKD:
av’ av’ oi!f1 av’ dfy ] dV’ df,,
X(¥)= ( )5 G de Tay de T T AR e
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uad, 3amkaas, yro BooGme GyaeTs

(%) _=xd

MBI NOJYYHMDB
av av av
e P » e o ———X .
26) X=X+ XE)+- -+ X()

Ypaerenie aTo BoIpaz&aers cxbiylomee: 14 TOro, 9To65! HaliTH BeXH-
umny Boeipamenia X (V'), cxbiyers B3ATb NoXEGIE Jueeeperniarndl
H Bb HEMD 3aMBHATH JHocepeHnials Kamaaro NepeMbanaro pesyis-
taroMb Abficreia X, npon3Befennaroc Hagb STHMD nepeMBHABIMB.

B® uwacrHOMB ciyual ypaerenie (26) AaeTh BO3MORHOCTD Bbl-
pasETh BeXHuHEy (@,¢) BB NOROGHBIXDL 7€ CHMBOJAX', COCTABIECH-
HBIXD 3D NEpeMEHHBIXD, OTH KOTOPHIX'h 3aBHCATH TYHKNIE @ B ¢,
Hozomums, 90 ¢ B ¢ CyTH ®yEKHM OTB fi,[;,. - -, [}, KOTODBIA
3aBHCATD OTD Gy, Gas- « «y 4y Vy P13 Pgy- + «» P, 1paMbuas ypas-
Henie (26) Kb HacTOAmMEMY CAydal, Mbl DOXy9dMb

O N A e . 1/

TO e CaMoe ypasueme HaMD JaeTh

@R =FCf)+ -+ FE Gl

Hprnnceieas 3akch 3magKy ¢ Bexmsmenr 1, 2, 3,.. ., k 7 nog-
CTaBIAA NOXy9eHHBIA TAKAMD 06PA30MD BbIpamenia

((P,fx)a (?7f2)7- vy (?7 f;;)

BB npe,u,bmymee ypasgenie, MbI GyieMDb uMEBTH

@D =gt F D+l )+ )]
d*@%m 2ot v g )]

‘:d?(f;aﬁ)+j%(f;rﬂ)+ s +‘7ﬂ(ﬂ’f}‘):l
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3ambreMs, gro BoOGmE OyAETH
(fu f{) =0, (fnfr) = (f‘,, f,):

cxbxoBaTeabno Bh OpPebIAymIEeMD YPABHEHiH KO3®PHIieHTDh HPH Be-
ek (f;, f;) ecTs

df; dfy. dfy dfy’

noaromy, COCT&B.IHH BCE BO3MOEHBIA Pa3IngHbIA coejuHenia no Apa

wncers 1, 2, 3,..., k, dmcioMs k ;—1), ¥, JaBad Bb HARecTE-

Ayromeif cyNME 3HAYKAMS ¢ H ¢ BEIHYRHDI, OTHOCAINIACA Kb KAKIOMY
E3D COCTABICHHBIXDL PaslHYHBIXD COEAMHEHifl, MBI NOAYIHMB

e eO=3(F )l

l ¢
Jto ypasnerie Mpl B AMEIN Bb BHAY JOKA3aTh.
5. Ilycrs GyayTs Temeps AaEE! ABa ypaBHeHiA

?(q Qare e 3y ¥ ’ LA ) 0
(28) v o ’dql dqﬁ‘ dq” !
q/<q /| V ——7——:---7——)_—0,

12 12? » Ipn? 7dq1 dqs dq”

Jlaa Toro, 9T0Gb1 oHN EMEAR o6uiee pEmenie V, neo6xogumo co6iio-
Aenie pbroToparo yciosia, KoTopoe MEI 3xbCh BbIBEJEMb.
Crtaaems a1a coxpamenia

_ay v av
pl_d_ql7 pﬁ""d_q," ) 10,.=d—‘%'

Hoacrasams B3 ypasmenie ¢ = 0 sexwsmant V) p,, p,, . D,
Bb CYHRIIAXD OTH g, Gy, - -, 4,, YAOBICTBOPAKIIIA paaom ABYMB
ypasmeriams (28). Torza @ymill,iﬂ @ TORJECTBEHHO 0GDATHTCA Bb
Hyib; DOITOMY, €CIH nOocxE NOJCTAHOBKH MBI HAamWmeMb BMECTO
% %;- - -, KBKiA-JH60 APYTiA BeAHIHHBI, HANPEMEDS BEKoTOPBIA
HXDb ©YHKOIM, BEAMYHHA ¢ He IEPECTAHETDH ObiTh TOKIECTBEHHO

paegoio Hyxo. Mol Rammmens BB oyHKuin ¢ nocak ymomamyroit
10
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DOACTaHOBKH BMECTO @,,4,,. . - ,g, COOTBETCTBERHO BeXHIHHBI

d d : d
(29) ¢/ =g,+¢ ;,I" % —q2+sc%;:--~’ A —qn+ad§n-

Kaxkayio oymkniio no sambEemim BB Hell BeAMIHED ¢,,G,,. -+, 4,
sesaIEHamMH (29) Me1 GyleMb 0603Ba4aTh NPEEHE0 6YKBOIO CO 3Ha-
KOMD; TaKb SYEKUiE 9, V, Dy, Py,. . ., P, 00patazca Bb ¢, V'
p1,, pz,’ LS ) pn”

@ygmiﬂ ¢’ TOMAECTBEHHO DPaBHA HyXI0, CXBJ0BATEABHO Belm-

quHA 2 KaKh CaMa, TaKb H e 3Ha9cHie npu E=0, TOERAECTBEHNO

de
yanaroxaiorea. CocTaBaMb e 310 3pavemie. Mb1 ambens
_d dy  dy d} dy’ dq; de’ v’
30 B s B et SIS e
( ) T dg) dp, = dg, dp, dq, dp” av’ d:
do’ dp,  d¢’ dp2 . ﬂ)_ dpy
dp] A= dp d dp, de

[Ipn € = O M5l nOXyuHMB
av'_avdy  dvdy . 4V &

—-+ -+
de dq1 dp, " dgq dp, dq,, dpn
HIW, WHAYeE,
dV’ d ap
(31) pld;oli +p2 +pndp
Jaa roro me 3magenia ¢ = 0 MpI Evbens
dp, dp; dy dtla ] a
~ dg, dpl dq2 dp2 dq,, dp,n
—dp 4% dpy 4§ @y A,
__l_. _——__ s + * e +
— dy; dpl dg; dp, dg; dp,’
HO 2T2 BEeJAIHHA, 02 OCHOBAHiM ypaBHeHis
ay dv.]; dp, d} _ dp, dn[; dpy Ay __
g 1 L =2 voo =t =0,
dqi *ar dg; dp, ~ dg; dpz dg; dp”
o6pamaeTca BB cxbayomyio
dp; —_ dy )
(82) s (dq +p'dV
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Taxansb 06pasoMb, HOACT2BAAA BexnunEs! (31) ® (32) B ypaBreHie
(30), BB KoTOpOM'D> MOXOEAME € = 0, MBI OyieMb EMETH

‘L?') —dp dd  do dy dp 4y
(da e—0 O dp1+dq2 dp2+ +dq,, dpy,
@y ay dg
dV(pldp p”@”"""—"]’"@)
do (dy ¢) dq>< AN do
dpl(dq1+p1dV dp, \ da, p”dV) ""@(d "dV)

BaW, 0O HameMy 0603HaYEHil0

(%Z’)s=o=(%q’)'

Takams 06pasoMb HEOGX0AuMO, 9TOGbI PYHKUiH @ B { YAOBIETBO-
PAAH YCIOBiw0 -

(33) (99 =0,

rak mogs V, p,, Pg;. . ., P, PasymbioTcs HXD BeARIEHBI BH SYHK-
LiAX'D OTD Gy, gy « - 4,y AAA TOTO 9TO6EI ypaBHenis o=0 a ¢=0
unban o6mee phmenie; mEawe rosops, HeO6X0AMMO, 9TOGEI BHIpA-
menie (p,{) YRHUTORAIOCH HA OCHOBAHIM ypABHeHid, CBA3bIBaIO-
IRX'h BeXWIHHBI

(34) Qs Ggre v 10y Vo Dry Paye o o5 Ppe

6. Ecan ypasaenie (¢, () = 0 re muBers wkcra TomecTsenHo,
IJH HA OCHOBAHIH ABYX'h ASHHBIX'H ypaBHemil (28), To 0HO AOCTABATE
HaM’h HOBYIO CBA3b Mexiy BexnuwHamu (34). O3BaunBb BhIpaKedie
(9,¢) 6yKBoIO 0, MBI IPAGABAMD Kb AAHABIMD YDPABHERIAMD BB 9TOMB

ciysal eme crbayomee
w=0,

Jaa cymectBoBania o6maro pbmenia Tpex® ypasmemii
(35) ¢=0,¢=0, w=0
He0o6X0AEMO, YT06bI 6b1A0

(¢, $)=0, (},0)=0, (o, ¢)= 0'.

10*
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Tlepsoe ®3b 3TAX® ypabueHifi ectb w==0. Ecin ocraibusia ABa
TAKOBBI, 9TO 06& He YHAYTOKAITCA HA TOKACCTBEHHO, HA H& OCHO-
BaHiA ypaBueniii (35), To OHE JOCTABATSH emie OjHy, HiA ABE cBA3N
vem)y seamimHamu (34). Ilpogosmxas TakM®b 06DPasoMb COEABHATE
BB CKOOKH IIEPBYI0 YaCTh KAmJAro HOBArO YPaBHEHIf Cb LEPBLIMHA
yactaMa makiomuxca ypasrenifi memLy seamannamn (34), MBI NpA-
AeM'h Kb OJHOMY B3b cIBIYIOMEXD CAyJaeBb:

1) EA@ MBI HOIYIAMB CHCTeMY, yPaBHeHia Koropod, Gyayunm
phiiensl OTHOCHTEIbHO HEKOTODBIX® 3D 6YKBE Py, Dy - -y Dy, V,
AajyTh AIa cux® nocrbaemxs npornBophyamis BeIMIEHE!, B TOTAR
npejjomentan cacreMa He nukers phmenin;

2) HIA MbI NPALEMD Kb Tako#i cAcremb ypasmeniif, uro Bch
BO3MOZRHBIA CKOGKH, KOTODbIA MOIKHO COCTABIATH H3B IEPBAIXD 9a-
Clell AXh, YHEITOKAIOTCA, AIH TOMKJECTBEHHO, HAR HA OCHOBREIW
3TAXH CaMbixb ypaBHeHill. Taxyio cacremy A Ha30BY 3aAMKHYMON.
Yncao ea ypasHeHiil He JoAMHO HPEBBIMATH %1 414 TOTO, 970651
AaHBBlA ypasaenia (28) moram mMETh 06mee phmenie. -

""KakoBo 651 BN 6b1X0 9HCAO JAHHBIXD ypaBmeHiii (o6mee phime-
Hi¢ KOTOPHIX'h MIETCA) AAMB GbI TOILKO OHO HE NPEBHINAX0 N1,
MbI BCETJa NpAJEMDb Kb OZHOMY H3B JIBYX'b 3TAXD CIy4aeBb.

Taxams 06pasondh Heo6X0jEMOE Yci0Bie cymecTsoBanin ph-
meni#i, 06mExs HECKOIBKEMD YDABHEHIAMD, MOKETH GbITh BRIPA-
#KeHO TaKb: _

ITyems 6ydems dana cucmema ypasrenii

(36) ¢ =0, $,=0,..., ¢ =0

Meacdy sesununamy (34). Foau smu ypasHewia uMmoms pruenic,
MO, COCMAGAAR CKOOKU, KAKs GBLAO CKAIAKO, Mbi HENPEMMHHO NPU=
JeMB K5 CUCTIEMT> 3AMKHYMOT

(37) ,=0, 9,=0,.... =0, ‘Pk+1=0" cor P =0,

wucao ypasrewi xomopoi k—+ 1 ne 6yoems Goane n—+ 1 u onu e
6ydyms npomuscopmuums OpYrs Opyry, ecau GYoyms Pruers omHo-
CUMEAVHO KAKULE AUCO U3 OYKEE D)y Pgye o oy Ppy V-

— 149 —
Ecan BB cncremE (37) 6yseTs TOMKAECCTBEHHO

(9:) 9:0=0,

aaa Behxb 3uageniit ¢ u ¢, saxaovaromaxea Bppask 1, 2, 3., k—+1,

TO MbI Ha30BEMb ee #HopMassnow. Me1 6yieMb NpejnolaraTh

BCE 3AMKHYTHIA M HOPMAIBHBIA CHCTEMBI, 0 KOTODBHIXD MbI GYAeNb

pascymaaTh, pEMAMEIMA OTHOCATEALHO GYKBD P, Pgy. . «y B, V.
7. Tlycth GyZeTsh AAHA 3AMKHYTas CHCTEMA

(38) i=0, 3=0,..., f;]=0

Mexy BeanamHamna (34), uncio ypasHeRii Kotopoii g He Goxke n+-1.
IoxommmBb, 4TO APyras CHCTEMA ¢ ypaBHEHii

(39) F,=0, F,=0,..., F,=0

J8€TH 1A KaKAXD HA ecTh g B3b 21—+ 1 6ykBb (34) Th me cambia
BEeAMIAHE!, 9TO W cHcreMa (38); Toraa cmerema (39) maseiBaercA
npeo6pasosaniend cacrembl (38) m Ha o6opors. M1 3xEchk noka-
HKEMD, YTO BeAKoe NpeoGpa3oBanie 3aMKHYTOH CEHCTEMBI €CTh TaKike
CHCTEMA 3aMKHYTaf.

IToxoxEAMB, 9TO g GYKBD H3B PAAA (34), 1A KOTOPBIX'S CACTEMEI
(88) 1 (39) ABiOTH O/UHAKOBBIA BEAHYRHEI, OYAYTH P, Pgy. - «; Py;
TOrAa MOCPEJCTBOMD ypaBHeHidl (38) momuo BrIpa3uTs il mocrbi-
Hif Bb ®YHKIiAXD 0TH BeAAIRUD

(40) QI’QS7' . '7q'17 V’ﬂ’fﬂ" . )fg’.p!l-'—]_’])y-'—ﬂ! .. ".pn,

H NOACTABATH 3TH BhIpameHia Bb ypasHenia (39). Ilyere Toria
oysknin F,, Fy,..., F; 00paTATCA COOTBETCTBEHHO BB 9;, Py)erey 9y
Ecm b araxd nocrbymaxs capbaaews fi=f,=....=f,=0,
TO owk TOMAeCTBEHHO O06paTATCA Bb Hylih; ecim me BuEcTo
fisfase - s f; IIOACTRBAMD HXD BbIpameHid Bb nepeMEHHBIXD (34),
TO ¢y, Pgy- - -, @, OOpamaiorca omate Bb F, F,,. .., F,. Korza
UPH AHGLEPEHUBPOBAHIA LYHKOI @, Pgy. - -, P, Mbl OyAEMD CUH-
TATh BEAHIMEBI fy,f;,. .., [, TNOCTORHEEIMA, TO TH TYHKOIA MBI
6yAeMb 0003HAYAT TAKD: @, Qg+ - -, 9, - TOrAa no dopuyrk (27)



— 150 —

n’4 me1 6yjems aMETh

r [ Y /[ d a
(92,9 =(P4 )?k)_'—‘.}# (Ti% g%k_dl% %%k) (s fe)

i=g =g

N ’ dog.
+ D B o)+ 2@

t=1 =1

3x1kcp mepsad WM3b HANACAHHBIXG CYMMB pacnpocTpanena Ha Bch
3uauenig GYKBD ¢ H ¢, OTHOCAMACA Kb PaSAHYNBIMD COEAMHEHIAMD
uneers 1, 2, 3,..., g no asa. Bo Bropoi yacTE aToro ypaeHeHid

cro6kR (f;,f;) yumuTomaiorcA Ha OCHOBaHim ypasmemii (38). Yro
KacaeTcd CKOGOKD

(41) (?};1 ?k,): (f,, ?k’)a (?r,la f;)

To OHE yHHYTOKAIOTCA TaKMe HA OcOOBamim chcTembl (38), Him,
970 OHO M TO e, chAcTems! (39). Bb camoms afirk, Takh KaKkb BB
BEANIABAXD ¢,, ¢, KOARIECTBA fy,fy,. . .,fg CYATAIOTCA IIOCTOAH-
HbIMH, TO HIOXOKABD 10 AHPPEPCHIADOBABIA f,=f2=....=fg=0,
Mbl HOIYYAMD TOTH e Pe3yAbTaTh, COCTABEBD CKOGKE (41), KoTo-
pbiit noryunam 6b1, cabaaBb 310 noXomenie nocrh AReLepeRNAPO-
Balif BB COCTaBICHHBIXD BbIpameHiAXxb CKoGokb. Ho noaoxenie
fi=f=....=f,=0 ynEIromaers TOKAECCTBEHHO ®YHKIiA
o B s, & CIEM0BATEIBHO W CKOGKA (41); mOSTOMY BeXEIEHBI Bbl-
pamxeniii (41) 6yiyThb paBHbI HyJI0 HA OCHOBAHIN ypaememifi (38)
[nam (39)], AR TOMAECTBEHHO.

TakmMb 06pa3oM® BeJnuAEa (Q,, @), HIH, YTO OJHO H TO e
(F,, F,) ymuromaerca BB cH1y chcremsl (39); crbposareisHo ca-
cremMa (39) 6yZeTh 3aMKEYTO0, 9TO H JUKa3bIBaeTDh Npejiomenie,
KoTOpOoe MbpI ENEIA BL BHRY.

8. Beakaa 3aMKEyTas CHCTEMA MOMKETH GbiTh 06paileHs Bb
HopMaipHylo. He pas6mpas o6maro sompoca 0 HaxomjeHim BCEXb
BO3MOMRHLIXD NPe0Gpa3oBamii JaHHOH 3aMKHYTOH CHCTEMB! Bh HOp-
MaJbHBIA — BOIPOCA, 32BHCAMArO OTH COOGpasKeniil, KOTOPbIA A HE
#eXal0 BBOJNTH Bb HACTOAMEe COTHHEHie — 51 OTPAHAYYCH YKA3A-
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Hiems ofEOro IpeoGpasosanis, mukiomaro wkcTo AA Kako# yroimo
BaMKHYTO# CHCTEMbl. ITOr0 GYAETH JAA HACH AOCTATOTHO.
Ilyers GyAeTH AaHA 3AMKHYTasA CHCTEMA '

(38) f,=0, f,=0,..., f,=0.

PHmEND ee OTHOCATEABHO KAKAXL-A860 g B3 2n —+ 1 Gyks® (34),
HCK10uaa 6ykBy V, nanpaMEps, OTHOCHTEABHO g, Gy, . « -, d,5 TOTAR
Gyy Q31+ + -4, BBIPAIATCA BB OYHKIIAXD OTH GYKBD

(42) Qg—l—l, Qg+2,‘ R | q1|7 V) .pli pz!' . '7pn

B IyCTh 3TH BEIpaMmeHia GyXyTDH

=% =% 4=
rak 4y, 4y, . -, ), BABACATD TOAEKO OTH BEIHIHHD (42). Cncrema
(43) ¢ —$=0, ¢,—4=0,..., ¢, —4,=0

ecTh npeoOpasoBanie cmcrembl (38), ¥ TaKb Kakb aTa nocxbanan
¢CTh 3aMKHYTaf, TO B CECTeMa (43), mo npeptomeniio n® 7, 10XKHA
6u1Th 3aMEHyTO. HO CKOOKA

(9,— 4'/. y — Y

He 3aBHCATH OTb OYKBD ¢, gy« -3 gy | cxbpoBaTeIbHO HE MOTYTH
YRAYTOMATLCA BH CAYy ypasaeniit (43); moaTony ouk RomEHB] YHE-
YTOKATHCA TOMKACCTBEHHO, H cECTeMa (43) ecThb HOpPMaibHAA.

Taxams o6pazomb cEcrena (38) Bcerja MOMKETD OBITH mpeos-
pasoBaia BB HOpMaIbnylo, phmeniemt e ypaBBeHi#l OTHOCHTEILHO
KaKuXb-AR60 g W31 6yKBDb (34), HCKM0uaa GyKBy V.

9. Ycaosie, He06X0/EMOE XA CYHECTBOBAHIA 0OMAro phue-
Hin mECKOXbKEXD JAHHBIXH ypaBHeHiH, KAKD Mbl BALENA, COCTONTD
Bh TOMB, 9TO, COCTABAAA CKOGKH M3D NEPBBIXD Jacredl AAHHBIXD
ypasneniii B TEXb, KoTophiA Mb1 ndCxbI0BaTEIEHO NPEGABIAEHD Kb
JAHHBIM'B, MBI JOXAHBI OPHATE Kb 3aMEHYToil cuctemt, yncio ypas-
nenifi koropoil me npessimaers % -+ 1. Yo 310 ycAoBie ecTh 10-
CTaTOuHOE, JOKa3aTh & priori BechMa TpyaEo. Mpi BB nocxbicTein
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HOKaMeMDb, KAKAMD 00Da30MT BCAKAA 3aMKHYTAA CHCTEMA MOEETH
OBITb MHTEIPEPOBAHA, TO €CTh, KAKH MOMETDH GhITh AbiiCTBHTEALHO
HalijeHa ©YHROiA, Y10BAETBOPAIOMAA e ypaBHeHiAM®. Torza npex-
J0EeHie 0 JOCTATOYHOCTH YNOMAHYTAr0 YCIOBiA GyAeTh cafioBaTh
camo co6ojo.

Ecaz wncxo ypasmeniii 3aMKHYTOH CACTeMb! paBHO % 1, To
MOKHO BEChMa JETKO AOK23aTh, 9TO OHa HMEers phmenie. Bt ca-
soMdb gExk nmycTs GyeTsh AaHA 3aMKHyTAs CHCTEMA

(44) =0, f,=0,..., f,,,=0.

OGpatnmb ee BB APYryio 3aMKHYTYI0, PEmMHEBE ypasHeHisn (44) or-
HOCHTeAbHO GYKBB V, p,, p,,..., p,. Ilycts ara apyras cmcrema
O6yAeTh

(45) V—-—‘\)=0, pl_‘ﬂ-';=0, 10,—1':2=0,...,pn—1-cn=0,

rxh KOIMYECTBA v, T, , Ty5.ey T, CYTh GYHKOIH TOJBKO OTD ¢, , qz,...; Dy
Mze1 ambemn BooGme

dv
V—v, py—m)= dg; + Per
. dr; dr;,
(pi_ﬁi’pi’_ﬂf')=_aq_;+ dq:;

H TaKDb KAKD 9TH CKOOKA JONKHbI GBITH PABHBI HYXIO, TO 6yaeTh

dr;

;  dmg,
—at g =,

dg; dg;
Bropoe n3b atuxb ypasmemii mmEers mbcro TOMKAECTBEHHO, TAKD
KaKD OHO He COACDKETE OyksD V,p,,p,,. . .,p,, # crhiosatessno
HE MOKETD YHHITORATHCA Ha OCHOBARiW ypasrenii (45). ITepsoe me
BDb CAAY 3THXD ypaBaeniii o6pamaerca Bb cabayomee

dv
(46) ——@;+pi= 0,

dy
_CE'—F‘E‘.:O,

KoTOpoe Takike mMEerb MECTO ToRaecTBeHHO. TakHMTL O6Pas3OM®

BBIpAKeHin
Vi Tpy Tgseeey T,
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BEINTHHD
Vi Pys Pase v vy Dy
cxbayomis #3b ypaBneniit (44), y10BI€TBOPAIOTD YCXOBIAM

__dv dm; _ d=y

N4 g dg;

a 9TO 3HAYATD, ITO BeWIHHA V =1v HMEBeTh IPOA3BOAHBIMA KO-
9eCTBA& T,, T3,. - « « T,, & TAKD KAKD OHA H €H NPOH3BOJHBIA Y1O0B-
IeTBOPAIOTH ypaBHeHiAMD (45) [mam, 910 0AHO B TOoMXe (44)], TO
BBIXOAETB, 9T0 cAcTeMa (44) uwkers phmenie V=yv.

10. Iycrs Gyzers Aam0 9acTHOE AESDEPEHNiaAbHOE YPaBHEH]e
(47) (@3-« o300 Vo ProPay - - 3 2) =0
A €ro noaHbl# EATErpash
(48) V=F(G 0+ 18y %%+« 0, 2,4, 4).
Toraa, kaxp H3BECTHO, AETErpalbl ypaBHEeHiA
(49) (f,, W)=0,

AXA PABHOCHABHOA €My CHCTEMbI OOBIKHOBEHHBIXD COBOKYNHBIX'D
ypasHeniff 6yayTh BuIDaKeRiA BeXRTHHD b, o, &,..., a, , 4,
8,84, - -+ B,_, BB nepembEEEIXE

(50) QI7qz,"'1qn’ -V7.p17.p27"'71’n7

cxbayomia 31 ypasnenii

iF iF _ iF _
V=F, Eq:—_.-‘pl’ d—qz—pz,.... @—pn,

(51) ldF dF dF dF dF dFB

T“l—'-d—Apl:O’ Eﬂ—ﬂﬁ,:O,.... m+ﬂ‘""1=0'

Mpr 3pBer pa3cMOTpAMEB, KaKOBBI OYAYTH CKOOKH, COCTABACHHBIA
H3Db BbIpameniit BEXHYARD

(52) b’“l’“ﬂ""a“n__pA7BUpz”"7 n—1"?



— 154 —

ecir Mbl 6yieMb HXB Rondnﬂnposarb no Ask; BCEXD CKOGOKD MBI
2n—1
COCTaBEMD 2‘;(’;_) =n(2n—1). Ok MoryTs 6b1TH pasybrens:

Ha YeThIpe TpynmbI:
1) CroOKE MesAy BEXMIRHAMA

(53) byoy, oy .y 4

n—1?
Kakia an6o aph ®3b 5TAXD BeARUAHD MbI 6YAeMD 0603HA%aTh OYK-

BaMA &;,;, TAKD 9TO &, A oy MOTYTH GBITH PaBHBI b, HaE A.

2) CroOKE MexXy BesduRHAME b, o, ay,...,a, , Cb ORHOH

cropore! u Beinunsame B,,0,,...,B, , ¢b apyro#i. Kakia yroxso
H3D CKOOOKD, NPAHAZIEKAMAXD Kb 3T0# rpynuk MomHO H306Pa3HTh

TaKb: (@, B,)-
3) Crobkm Mempy BexmumHo A ¢b OZHOH CTODPOHBI H BENH-
9AHAMA

(54) ﬁn ﬁza' 3 Pp—3y2

Cb Apyroil, CKOGKH, KOTOPbIA MOTYTH GBITh 0603HaYEHEI TaK: (4, ﬁk).
4) Cro6KkH H3D BEAMIRHD

Bl’ Bﬂ‘l' R | Bn—l'
Ilycerp Bhipamenia Bexayuns (53) ﬁL nepenkrabixs (50) 6yAyTH
- (B8) b=f, &;=9;, %=9gy. . % =9, ,, A=2.
Cucrenma (55) ects upeoGpasoBanie cxbryomei

ar ar ar
(56) F=7, Tg, =P G =Pve- s Gg =Pu

KOTopoil yaoBieTBOpAeTh Beamymna V = F; cabjoBaTelipHO Ta e
BEJHYAHA YAOBIETBODETH B cactemt (55). Ho mb1 aaban, uro, ecan
3T0 06CTOATEALCTBO NMEETH MBCTO, CKOGKH MEKLy BeAMYAHAMH

f—ba, P %y Py gy ey @ —, 4, P—A4
n.m, 9TQ QAHO H TOH{G, MEEJY BCAHUAHAMH.

90 Pore v oy Py P
6yAyTH paBHb! HYJIO.
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TaxaMDL 06pasomd AiA CKOGOKD NepBoll rpynus! 6yAeTh Boobme
B (;,00)=0.

OGpaTaMcs Kb CKOOkaMb BTOpOil B TpeTheit rpymrs. Beipamesie
B, mOXyIETCA, €CHA MBI BB JACTHOMDB

dF  dF

" day"d4
sambnams Bexmummsl (53) HXD BbipameHiamm, CIEAYIOMUMA H3B
ypasaesiii (55). Os3aasmu®b 370 vacraOe R0 3ambnenmia sepesb B n

GyAeMD IIpE AATLEPeRNBPOBAHIAXS CIHTATH Bh HEMb BEIHIAHDI (53)
mocrosrasvA. Torja no @opuyxk (27) n° 4 Mbr 6yieMs BMETH

, r d ’
(2, B) = (“uﬁk)"‘%i;k(“n“l)"‘71%’%‘(“;,“2)"" te

By LY :
+d1nk_1(ai?an_l)+—ﬂ(ai,A),

scabacTeie e ypasuenidi (57) 6yxers

(%, B = (2, plc,)’

1A, HHAYE, _
dl.- d@k, da,- digk’ dﬁi dg,k)
. —_— | —t L& —_ Rt et e s s —f———= }
(@ B (dpl de, " dp, U, dpy, gy
Jlnecepennupys ypasaenie
—__dF aF
Bk - dlk ‘dd

no nepemkunoit g;> MBI HOAYIAND

dgy _(dF #F _dF &F )_(@)ﬂ
7&; - <31k dddg; dAdu,dq;/ \d4
(dF dp; dF dpj) _(dF)ﬂ

o T4 A ;) \TA

Ha ocroBagir e 3Tore ypasueHia Mpl 6yieMDb umETh
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_ 1 (dagdp, doy dp, do; dpy,
(@, B _(d ) (dpl doy,  dpg day v, dp,, dak)
a¥
— duy (dagdp, | degdp, o da;dp,
(d__F)2<dp1 drmadat o, dA)
a4
310 ypaBHeHie MOMETD 6HITH HAMECAHO OpOIIE TAKb:
__(dF dx; dF du;\  (dF\?
(58) (“e:pk)—(ﬂ(m—d—% ﬂ)(d—A) .

W31 ypasnemia (58) aerko yme BBHIBECTH BeIAYAHEI CKOGOKD BTO-
poit m Tperwei rpynnel. Bb camoms akxb, ecim Mb1 o3HaUEMDB AaA
yAoGcTea nocTosmHOE D Yepe3h o, TO BOOGHIE NOXYIAMDB JAA BTO-
poii rpymneI:

1
(59) (“;‘: ﬁk) =0, (“.‘a B;) =dF
a4
3akee ¢ m k pasamimel 0, HE ecTh A.

Ecan mpi cibaaems BB ypasmenin (58) «;=A, TO noxyunss
BeIHYAHBI CKOGOKD TpeTheil rpynmel; omk 6GyayTs 3akaouatsed
B'h YPaBHEHIA

o0 eR=—E() =

BriBejerM s Teneps BerndBHbI CKOGOKbYeTBEPTOH 1 nocxbaued rpynnsl,
Mbsb1 ambens

B:: B0 = (B> B'

d 4
+7%(p,.,ai)+- S +dai" (Bos o) -+ 22 By, A);

)+ % By o) -

Ha OCHOBaHIA e ypaBueniii (59) m (60) MBI noAysEMb

oy
(61) B:s B) = ;s p’k)_%—Tg'&'
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Togso Tarme 6yieTh
ag/ a3
(pn p},)—(@u@g)—" (“17Bk)+ (“zagk)""
$ r d h d
""'('zi—'k(“k: pk)"" . '+3;ft1(“n_17 ﬁk)—" B‘ (A ﬁk),
HO TaKb KaKD BOOGHIE

(p:: B =0, (%, By = (“J" B, (4, p’l.) =(4, 8y,

TO OIATH HA OCHOBAHiE ypaBuemiii (59) u (60) Mb1 GyaeMDb EMETH

' dp' a8’

da; . Pk A

(62) Gy =3m+—g7—
dA dA

W31 ypasnenii (61) 7 (62) MBI Jerko HOXyYAMB

aF _ag; d% dg; o dBp
(63) ad (% ﬁk) = day - pk Bi dA
TloxcTaBaas BB 3TO PABEHCTBO BEXMIHHB!

, dF dF dF dF
Bi = 3; = p = ﬁl.

— duy A’
Ml Gyaems BMETE

a gy 4 o By
-d_lk— d_k (Bls Ba‘ dA)

dF #F _ dF d’F) (dF)
(d_u—, dAd du;, ~ day, dAda; )\ dA
Orcioaa 6yaeTs cabioBaTh

(64) (1{3“ Bk) =0,

ar
TaKh K&KD BEIAYHHE a4 HE paBHa HY.IIO.

Ypasrenia (57), (59), (60), (64) AawTD BeIAIEHBI CKOGOKD
Ais BekxDb weThipexh rpynnb. 3ambTAMB 3Kkch, 9TO BB caydab
b=—0 st ypapHenia 6yiyTs EMbTh MECTO BOOGIIE HE TORAECTBEHHO,
a Ha OCHOBAHIA NpPEjJOKEHHATr0 yPaBHEHIA (47).
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11. Korza ypassenie (47) He 3aBHCATD 0Th HEKOTODBIXD H3D
BeJHYHHD P, KpomE cro6ok® (57),(59),(60) v (64) nymHo eme pa3-
CMaTDHBATEH ApYyrid.

Hoxomews, 910 @YHKNiA f;, He 3ABHCHTH OTH Py, Py,. - -, Py,
B IyCTh NOJAEBIH HETETpaXh ypaBHaeHia (47) 6yaeTd

(65) V= F(qla%v o0y Gpy &gy, .. -aan_g’A)y

rab, ay,@,,...,@, , B A CyTb NOCTOAHHbIA NPOH3BOBHEIA, BBE-
ACHHEIA METETPHPOBAHIEM.

O6mji# maTerpaln ypasueHia (47) BbiBegeTcd H3H HHTErpaia
(65) mpexnosomeniems oaH0R N3 NOCTOAHHEIX'S IPOA3BOALHOI0 ©YHK-
nielo ApyTHEXSb, HanpeyMEps, mocToARHOE A @YHKLie 0T

(66) D3:957° = 2 3gr %yy Egyo v -y Ey_ge

Bt taxkoms cayuat o6miii mETErpaxs onpexbantca cECTEMOIO ypas-
Heniit

dF

dF
(67) V=F, 8—+E—K Bl=0’ Td—i;_'_(_iz Bﬂ=0’
ar
oy g +da Bayg =0,
rik onars
d4 d4 dA
b= b= B = gy

Toraa npOESBOAELIA 0TB V GyAyTh JAHBI YPABHeHimMA

iF __ dF _ dF dF
(68) l _d?_pl’ Elm—pg_k,l’ dT!g:s=pg+2’¢--, 'Cl—q;;=pn’
dF dF dF dF dF dF '
: ldq a4 Q:=1s, dq ad Q=p d 4 Q =Py

BB KOTOPBIXD CALIaHO

dd dA4 d4d
@=Qﬂ’ d_qs——Qs,So.,‘ dqg ng

W31 ypasmeniii (67) m (68) MoryTh GbITh HOXydYeHDbI BbIpAKEHiA
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BeARIHHD

(69) b,a,, . . .,a.n__g,A, Q@ - .,Qg,BI,B,,. . .,ﬁn_g
BB nepeMBHEBIXD

(70) 0o VoPuBar - P

Yo xacaercd CKOGOKD, COCTABIEHHBIXD A3H BhIPamReHid

by, ;. . -,'l,,_g,A,Ban- v s Bago

10 onk, M0 NpEABIAYIIEMY, A2HbI GYAYTDH yDaBHCHIAMA

l("'n a) =0, (%,8)=0, (2, 8) = [z’li’

dA

dx

1)
l 4,8)= "%, (8,8) =0,

rxt npEEEMaeTcA A1 OAHOO6DasifA NACHMA & —g+1] =A, ay=10, a B0
BTOPOME H TPETheMb YPABHEHIAXD (71) 3ﬂaqem i MOJKETT DoAydaTh
TOABLKO 3HAUEHifA, 3aKAOYAIOMIACH B pﬂ_A'I; 0,1,2,..., n—g.
Touno Taxkie, Kakh ObI10 A0KA3aHO ypasAemie (57), MBI JOKameMb
cxbayomia:

@ —
(72) (@, Q)=0, 4,¢)= aF’ (2;, Q) =0,

@A
rak Bb nocxbimeMs ypasHeHiH 3HaYEKD ¢ OPHHAMAETH BEXHYHHDI
0,1,2,.... n—g. Ocrazocs maéitn cko6km (B;,@,). Pyrosox-

CTByACh COOGPAMCHIAMA, KOTOPHIA OblIH HaME yuo'rpemeabx zag
JA0Ka3aTeALCTBA ypaBaenia (64), B 03Ha9as 9epe3t B 5 Q,‘ BEXHIAHBI

ar 2

@ P ag
@ T
A d4
BB KOTODBIXD KOAMIECTBA
b=ua,, &, €...; &, 4 4
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CIATRIOTCA NOCTOAHHLIMA Hpﬂ COCT&BJeHiH CROGOK'B, MBI JEerKo no-
JYYHEM'E
y aF

d aQy 4
dA(ﬁ” Qk)_d@‘ Q]‘ @‘ Qk"—B a2y

(lzi £ d_A.— ’

OTKYla, HA OCHOBRHIH ypaBHeHii

aF dF

' do B dgg

RS o
a4 FIZ

Oynens BaMETh

(73) (3;’ Qk) =0,

Tarnws 06pasomnb Bek CKOGKH, KOTOPBIA MOMHO COCTABHTH H3D Bbl-

paxeniii Bexnunn® (69), onpexkisiores ypasaeniana (71)(72)= (73).
Ecan b=a,=0, To ypassesis (71), (72) u (73) OyAyTH amETs

nECT0 BOOGINE HE TORAECTBEHHO, & HA CCHOBRHIW ypaBHeHia fi=0.
12 Ilycts Gyners ava HOpMAaNBHAA cHCTeMA ypaBHeHii

(74) fi=b, fi=ly..., f,=0,

MemR1y Bermumamu (70), Bb Kotopoit b, b,,. . b 03HAYAI0TD
‘Beoupexbaennbia nocrosnnsia. S nokamy, uTo aTa cncrenm MOMETH
6biTh PeoOpa3oBaHa B APYLyIo HOPMaJbBYI0, Bh KOTOPOil KaKb
YACi0 ypaBHeHill, TaKb M 9HCIO NepemBHHBIXD HE3BHCAMBIXD
6yAyTh epmmmmero Membme, 9EMB BB cHcTemE (74), Takb, 9To
nepsoe 6yAeTs g—1, a BTOpoe n— 1. HoBaa cmcrema, npex-
CTaBXAA Th e OGCTOATEABCTBA, YTO H NPEMHAA, MOMETH OBITh
0peo6pa3oBaHa OOATH Bb APYIYIO Ch g — 2 yPaBHEHiAMA M 7 — 2
nepembrnsIME ReasmcAMBIME. TlocTynas TakmmMs 06pasoMs Aaxke,
MBI, 0YeBAJHO, UPHIEMD OKOHYATEILHO Kb OAHOMY YDAaBHEHII0 CBb
#n—g—-+1 nepewkrnpivu. Vnrerpuposanie ero ¥ 1aers maMs camoe
obmee phmenie crcremsr (74). Mb1 Gyiens Ha3HIBATD, N0 AHAXOTIH
Cb IOXHBIMA HHTErPaJaMi, NOINBIMD phuienieM’ WIH HOABBLIMD HH-
TerpatoM®s cucreMbl (74), phmenie, cogepmamee n—g ~+ 1 pas-
JMYHBIXD HOCTOAHEBIX'D DPOH3BOALHEIXD, BBEJCHHBIXL HHTEIPHPO-
BaHieMb, OGINEMB iKe HHTErpaloMb — phmenie, cogepmamee
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IPOHSBOALEYI0 SYHKHil0 H c¥bAyiomee H3D NOIHArO WHTErpaia IpH
moMomy wu3MBEEHIA MOCTOAHEBIXD HPOM3BOABHBIXB. (COGEHHBIME
phmeriaMa Mpl 6yAeMD HA3HIBATH T, KOTOPHIA HE 3RKIIAIOTCA Bb
o6mems materpaxb. ITH nocxbaHiA MBI HCKMIOYAMD H3H HRIIEXD
uscxbaosanii.

BossMeM® 0fHO B3 ypaBHenilt cacTems! (74), anpuwbps fi=b, .
IIycrs noaneidi ero maTerpals 6yAeTh OUATH

V=F(@Q,9----19, %> %g,- - - ey &, 1, 4).
Phmaens ypasuenia
aFr aF
F=7, @"’pu dq =Pgsreeey '@=pm
(79) dF adF dA =0 dF adF dA ar dF dA =0
dal dd da, dz,, dd dag " doy, V4 do,
OTHOCHTEAbHO BEXAYHHD
(76) qs,qu"",qn) V’.plhpi,'" ’).pn7
BEIPAJKaeMDb HXb Bb ®YHKOIAXD OTH
_dd o _dd g dd
(77) gy oy, 05y, 5 4,6y = d’ By = V1T G,

H LOACTABAAEMD ITH BhIDaiKeHiA BB ypaBHemia cHcTeMbl (74).
Ypaeaenie f, =25, ofparmrca nocxh MOACTAHOBKE BB TOMRAECTBO,

im e
SYHKIIH o fareeer

nycTb 06PATATCA COOTBETCTBEHHO BB

(78) Foy Fy,y. .o, B |

TOTAS MBI JOKAIKEMH 1) 9T0 SYHKNiH (78) He 3aBACATD OTH ¢, H 2)
9TO CHCTEMA

(79) F,=b;,, Fy=b,,..., Fg=bg

Oylers HOPMaibHOI, KOTJa Mbl OyJeMb DPascMATpHBATh BB Heil Be-
IHEBH @, Og,.... &, , KaKb nepembmEnlA nesasmcambid # A4

Kakb HemsphcTHyI0 @yBERio. I
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13. Bosbuems eynknio F, 1 j0kamens, IT0 ZF YHAYTOMRAETCA

ToxAecTBeHHO. PascMaTpEBasd BB f; BeAMIHHDI (76) KaKb SYHKIIH
nepemBrHBIXE (77), Mb1 EMEEMD

aF, df, df dg, df; dg df; dg, _ df; AV
80) t==clE - CTd Ha CHCAS, L oo
(80) Z =Gy * g, ag, + dg, day I, g, AV g,
af, dpy _ dfy dp, af, dp,.
ol s AP L S R S -
dp, dq, = dp, dg, dp, dq,’

H0 H3BBCTHO, 9TO BhIpameHiA BeXRIHHT (76) Bh KOXAYCCTBAXD (77)
JAOBAETBOPAITH CHCTeME 0OBIKHOBEHHEIX'> COBOKYNHBIX': ypaBReHil

81 dg, _ 993 __ .. _ %, av
(81) T=E == d = AP
dp, dpg ap, Drap, TPy Pn dp,,
—_ a ap, Py .
- df df, daf a, T TR, afy’
ALY 14 i TPy da T Pnav

II03TOMY, LOACTABAAA BL ypabmemie (80) BuEcTo waCTHBIXDL IpOA3-
BOAHBIXD Bexwunns (76) no g, oTHOmenia

d% d93 . dQn ’E dp1 dpz C_Z&a,
dql dql dql dq1 d!h gy
crbayomia u3s ypaaneniﬁ (8 1), mb1 o6paTuM® ero BhL crbayiomee:
(fi ) f;l)
(82) dq1 dfl
P

TakDb KaKb, IO yCAOBilo, cucTeMa (74) ecth HOpMAIbEAA, TO (f;, f;)=0;
SYHKOi0 e f; BCErja MOMKHO NPEAUONOKHTH 3ABHCAIIEIO OTD P,
NOTOMY 9TO , €CTh KOTOPaA YrOiHO YaCTHAA HPOH3BOAHAA PYHKUIR

d
df He DaBHOI0 HY1I0; TOrAa
dp,

. dF;
ypaBHemie (82) mokaseIBaeTh, YTO BEIRYEHZ ——" PaBHA HYIIO TO-

dgy

V, r cxbaoBaTe R0 MOKHO IOJOMRHTD

AJECTBEHHO, TAKD KaK'b MCKAY BCAHIAHAMHA

qudljag,' . '7a'n_1)A’pl7BI," I vn—1
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He CyIecTBYeTh HE OZHOTO YDPaBHeHiA HE3aBHCEMAro OTH KOIH-
gecTBD (76). Takams 06pa3oMb H3H mpeipiaymaro cakiyers, 4To
oynknin ¥, ne 3aBUCATD OTB ¢, .

14. Bossmens Teneps xsB @yHENiE E3DB pAxa (78), HaUpHEM.:
F, n F,, n cybaaeMs a3 cummetpin b, =«a,, 4 ==a,; TOTI2 MBI
OyAems EMETH

83) (f,, ) =0=(F}, F)= (dF,, dF, dF, daF,

d“; dui dq(‘, da )(“n d.'., —+-
%7

dF, dF, dF, dF,
S‘ ( d“‘ dg. dﬁi’ EZ)(“{Q B"I)"-

1,7

dF, dF, dF;, dF;
”'“2((1@, a6, a8, dg; )(B,-,ﬁy)-
1,7

Bexbacrie ypasmeniii (57) n (64) nepsad ® nocrbanas u3b Hanm-
CAHHBIXD CYMMDb YHHYTORAIOTCA TOMRACCTBEHHO; CpelHAA Xe Ha
ocHoBaHim ypaBHenid (59) u (60) o6pamaercda B cabayromyio:

t=n—1
60 oo 3| 05, OF, o (48, OF,_ dF, dF,

g_i‘_ | A dB; T AP duy dA dg; df; dA)
=1

TaKDb 9T0 ypasHenie (83) MoEeTH GbITh HADHCAHO Bh BHLE

aF, dF, _aF, dF, _dF, dF, _dF, dF,
do, dg, ag, da, do, dB, ag, dag
dF, dF, dF, dF,
d d d d
(85) 4 un——l pﬂ—l Bn—l u'n— L 0’
dF ary, dF l dF l d‘F'l
< Bl BI {3"_1 dp )
dF dF dF aF,
1(31 kg B h e dgn_h_l)

aF
u60 7 He ecTh 6e3KOHEYHOCTb.

Ypasaenie (85) mOKa3bIBAETD, 4TO CKOOKH, COCTABIECHHBIA H3DH

KaKAXD YrojHo ABYXD ®yHKOid paja (78), TOMAECTBEHHO YHHYTO-
11*
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RAKTCA; N03ITOMY CHCTEMa
(79) Fy,=0b,, F,=b,..., Fg=bg,

rab @, ¢,. .., @, , GYAYTH nepembHHEIMA He3ABHCEMEIME W 4
Her3BECTHOO ®yHKOielo, ecTh HOPMAJbHAA,

15. IToxommmsb, 9o MBI HAMAE BeAWIEHY A Kakh ®YBKLIO OTH

Oy Ogy. ooy @, ., YAOBAeTBOpAIomyio cucremb (79). Toraa msb

ypaBaeRii

aF  dFd4_ . dF  dFid

da,  dA da, ' odag  dA dog

_aF _ dF a4

do, , ddde, ,

=0,....
=0

ubl onperbaams ), ag,..., o, , & crbjoBaTeirno n 4, Bh GYHK-
Wisxb OTH ¢,, 9g,. .., q,- IIOACTABEBD HAlileHHEIA BEXHIHHBI
%y, Ogyeny &, 5 A BBBBIPAKERICV=LF(q), @5y @y Oy Cg5ees %55 A),
MBIl onperbammt «oymkmiio V, yaoeiersopalomyio BCEMT ypaBHe-
BisMB cacTembl (74). TaksMb 00pasoMt HaXOXAeHie o6maro ph-
meHia cacTems! (74) NpuUBOAWTCA Kb AATErPAPOBaHiio cHcTeME! (79),
Bb KOTOPO# umcIO ypaBHemid ecTh g— 1, a 4HCAO mepeMEHHBIXD
HezaBacuMBIXL % — 1. Cacremy (79) Momno npeo6pa3oBaTh Bb
HOBYI0 ¢b n — 2 nepeMBHBBIME HE3ABHCHMBIMA H g — 2 ypasHe-
miame. [Ipoporxan mocTynars TakaMs 06pa3oMs Aaxke, MBI npuAeMD
KD OJHOMY ypaBHEHil0 ¢b % —g -1 nepeMBHHBIMA He3aBHCHMBIMH.
WuarerpapoBanicMs ero Mbl onpexbimMt HRemsphCTHBIA ®YBKIIA
BCEXD CECTeMB, 9pe3b KoTOpela Mbl nepemin. Ero noasbli maTE-
rpatb 6y1eTh COAEPRATH #—g—+1 NOCTOAHHBIX'D NPOR3BOALHBIXD,
'KOTOPBIA BBeAYTCA HHTerpupoBamieMb. Thme nocTogHEBIA NPOH3-
BOJBHBIA BOHAYTH H BO BCE ynomasyreld Heu3BECTHEIA ®YHKHiH,
cxbposareasno n B V. Ilosysennoe seipaxenie V B% ¢,,¢,,..., 4,
H 3THXD NOCTOAHHBIX'h HPOM3BOILHBIXD H GYAeTH NHOXHBIML HHTe-
rpazoms cHcreMsl (74). Ilycts onD 6yaeTs

V=?(q1, dgse -+ Qn’kl, hm- .oy hn_gz H),

tabhy, hy,y.os by, g H cyTb ynoManyThIfA IOCTOARHEIA, KOTOPHIA, KAKD
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Jerko BupkTh, 6yAyTDh BChk pasimdHkl; TOTAa 06mifi HETerparn cu-
cremel (74) onpexbaares ypaBHenifMHA

_ do do dH _ do  do dH
V=0 i *im =" a*tag ="
do , do dH _
Ty AR Ty,
Bb KOTOPBIXh m0Ab H pasymberca npoH3BOAbHAY SYHKIIA BeXH-
annb h, kg, ..k, .
16. B1 oM cayaak, koraa b,,b;,. . . ., bg paBHbI HYJI0 HAM'B

MeTOAh MHTErPAPOBaHiA HACKOIBKO He B3MEHAeTCA, XOTA J0Ka3a-
TeIbeTBO ero TpeyerTh HEKOTOPHIXD lo6aBienid. Bw camoms ybab,
torja ypasmemia (57), (59), (60), (64) = (82) mubiors mEcro
BOOGIIe Ha OCHOBAHIH ypasHeuis f, = 0, a ue ToxAecTBenno. IIpa-
TOMD H& OCHOBAHIM TOr0 e ypaBHeHif MOmeTh GbITh HyAeMD BeXd-

afy

9HHA v’ Y1066 AONOAHATHL JOKA32TEABCTBO, MbI 3aMBTAMD, 4TO
1 ca -

HCKI09aA H3b HamExb m3cxbiomaniii ocoGemmbia phmenid, MbI

Moens pHmETH ypasHerie f; = 0 OTHOCATEABHO p, H LPEJCTABHTH

ero 5 BB

l++(QI7qﬁ7‘ Y/ Vapga.pas- . '1pn)=0;

dfy
dpy

HoBaHiE ypaBmemia f, = 0. B® aroms cxyuat ypasmenie (82) no-

TOrAa =1 nm, cxbaoBaTeisH0, He MOKETDH ObITH HYIEMD HA OC-

Ka3b1BaETDH, 9TO (ZZT o6pamaercs Bh HyXb Bh CHIy ypaBHenia f,=0;
1

HO cie mocxbigee He AAeTH HAKAKOre OTHOMEHIA MEAKLY BEIRTHHAMA
(77), Taxb Kakb ®YHKOiA f,, GyAy9d Bb HEXE BHIDAKeH3, TOM]e-

dF,
CTBeHHO 006pamaeTca BB Hyib; cxbaoBareisno @i TRKKE TOR]e-
1

cTBeHHo yuAuTomaercd B F; ne 6yleTh 3aBuCETb OTH ¢, .
Ypasnenie (85), KOTOparo mepsas JacTh €CTb ®YHKIiA KOIH-
9eCTBb
Oy Ogye o s @y 1y 4, By Bare - s Brs
mnbers MECTO TOXKIeCTBEHHO, TAKD KAKD MER Y 9STHMA KOAMIECTBAMH
gbTh HA 01HOE 3ABACHMOCTH, CBOGOXHOH OTH mepemBEEEBIXB (70).



— 166 —

TaxkaMs o6pasomd nperaomxenia n°13 m n°14 Gyayrs uMbrs
mEcro Gesn Bcakaro mambmenia By Tomwp caydad, Koraa b, =0,
b,=0,..., bg=0.

17. Tlocmorpums, xaria nepembuni cabayers cabiate BB Ha-
meMb MeToAB, Koraa wEKOTOpHIA H3P ypaBHeHiN JaEHOR HOpMalb-
HO# CHCTeMbI He GYAYTH 3aBACETh 0TH HEKOTOPHIXD H3b BEARYHHD

(86) Pyy Pgye ooy Py

K1 Taxoit cmcTemt Mp1 MomemD mpAATA, cxBIya NyTH, YKaSaHHOMY

Bb 7° 8. Bb camoms nbxk, oTp ypamenik jamHBIXD, 06mee phme-

Hie KOTOpPbIXB cXbAyeTh HAATH, MBI NPHXOAEMD Kb 3aMKHYTOH
cacrenk

(87) fi=0, f,=0,..., f,=0

BBb TOMB caydalh, Korja oHO cymecTByeTs. PEmamts ypaBreHia aToi
CHCTEMBI OTHOCHTEXBHO P, Py, . . ., P, B IPEJCTABAMB HXD Bb BELE

(88) p+o,=0, P+ =0,..., p,+9, =0,
TAE BEAWIMEEI @y, @y, . . ., ¢, CYTh ®YHKIIA KOABIECTBD
(89) q1’ 42’-“1%‘7 K.pgq—l!pg_l-g"",pn'

Cucrena (88) ects npeoGpasosanie cacTemsi (87); ona 6yaeTs HOP-
MaibHOIO, KAKD MBI BALEAR BH n° 8,

Orrickanie o6maro pbmenis faEHEBIXD ypaBHEHid IPEBOXHTCA
H03TOMY Kb HHTerDHpOBaHiIO CHCTEMHI (88).

A nokamy, KakEMD 06pPa30MB OHA MOKETD GhITh HHTCIPHDPOBAHA,
ONyCKas J0Ka3aTelbCTBA AAA H36hmamia moBropemidi; aTH )0KA3a-
TeAbCTBA YATATENb JETKO MOMKETH JaTh CaM’b, HA OCHOBAHIA CO06pa-
Kenill, #310KeBnBIXs BB n°11, 13 7 14.

HaxozumDb noaHsI# WHTErpaXb ypaBHEHisA

p+9,=0.
Ilycrs om® GyreTs

V=F(@y, ¢+ - +1Gn %y Taye - 1 %y 4)
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TAE o)y Ggyeny @y g A cyTb NOCTOARHBIA NPOE3BOJBHBIA. Phmaens
ypasHeHia ‘

dF iF iF _
F= V, d—ql=_p17 %_pg_klyco-. 'dq—n——_pu,
dF dFdA__ dF _aFdd _
@+ﬂ(i_q;—p” dq3+dAdq3—p”' s
dF dF dA
dF  dF A dF dF a4 _
—E&:_'—d—AE—O’ ’d_;;_'—dA d%—O,.. .
aF__ aF a4 _ .
By, | GA Az,
OTHOCHETEIbHO BEIHMYHHD
(91) Qg+1) qg-...g!"'lqn’ Kpl’p”"'!pni

KOTOPEIA BHIPASATCA Bh KOAHIECTBAX'D

Gr29gs- - -1gy %1y Fgae ooy %y g 4,

(92) dA dd dd d4 a4 dA
E’@”“’qu—g’d_aq’?fz:"”’m'
TojcTaBHBT 3TH BbIPAXKeHiA Bh ypaBHeHia cmcrembl (88), Mbl yBA-
AAMB, 9TO IepBoe H3H HAXB 0o0paTHTcA BB TOmAecTBo. Kampoe
H3b OCTAJbHBIXD, HaDpEMEPL p,-+¢,= 0, He OyleTH sasackTe
oTh ¢,, HO GyleTh COAepaTb JpYTiA M3L KOIHIECTBD (92), a

HMEHHO

d4 d4A d4 dA
(93) q,,qs,...,qg,ozl,az,...,a"_g,A, o Pl Pl Tx:;’
TaKD 9TO SYHKNiA p,— @, 06paTETCA Nocxb ynomamyTo# moicTa-
HOBKE BB oyaKnilo nepembnpixs (93). IlycTs ata mocxbpass 6y-
AeT® Y;; TOTAa CHCTEMA

94) $,=0, $y=10,..., $,=0

GyAeTh HODMAIGHOI, IPRHEMAA Bh Hell 4 33 REU3BBCTHYIO @YHKILiO
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OTDH BEXHIHHD

(95) 925 95 - sy gy %y gye e ey g

Cacrema (94) MomeTH GbITh NPHBEACH Kb BEAY, KOTODhIE EMEETH
cEcTeMa (88), ecam MBI KaEXoc ed ypasHeHie pasibiaMm’b Ha Bexd-

dF dF .
9EHY -, BHIDAKEHHYIO Bh KOAMIECTBAX'H (92); 74> BP CBIy cxa-
3amHAro ce#vacsn, 6yJeTh 3aBECETH TOABKO OTH KOXAYECTBD

( dA dd
(96) 45 sy - -, Bgr %1y Cgye e oy Xy g» 4, —(E’ E’ ceny doiig.
Taxkems 06pasoms cHcreMa (94) nprBeAeTCA Kb BHAY

dA a4 ad
(97) dz'-l—w’:(), (E—I—ws_:o’..., dqg_'__w =0

ik w, wg,. .., w, OyIyTh ¢yHRNiAME BeIuwynas (96).

Yacxo ypaBmenii cacreMe (97) 6yaeTs g — 1, wncio me me-
penbansixs ne3aBacHMbIXs n— 1. Ecan A, Kaxks oynknia nepemba-
BBIXB (96), yrosaersopsiomas cumcreMb (97), msehcrma, TO MBI
IerKo HoAynMsb u ¥, BbIpamas HOCPEACTBOMD ypaBHEnid

dF dFd4 _ . dF  dFdd4 _
o, A dw O dug T dd Ay
dF  daF d4

=0

do, g By dt, g

BEIHIMHBI &, &g, . . -5 O, ., 8, cxbjoBaTearno, ¥ 4, Bb SYHRLIAXD

OTb ¢, Gg-..,9, H NOACTABIAA 3TH BbLIPAXEHIA BDH ypaBHeHie
V=PF.

Haiijernan sexmanna ¥ yaoBreTsopaTs cucrent (88).

Ilocrynaa cp cEcremoio (97) TOYHO TAKMEe, KAKD Ch CACTEMOIO
(88), mbI npEjeMs KB cucTeMb ¢b # — 2 nepemBHERBIMA He3ABHCH-
MbIME B g— 2 ypasmemiamn. Ilpogoixas nepexoguts oTH ofmoil
CHCTEMEI Kb Jpyro#, Kakb Mbl 370 Xbaaxu BB n°15, MBI npujems
Kb OJHOMY ypaBHeHil0 b #—g—+1 nepeMEHHEIME He3aBECAMEIME,
HHTErPAPOBABieM> KOTOparo Mbl ompexbinMb HeH3BECTHRIA ®YHK-

niE BCEXD 9ACTHBIXD CHCTEMB, 9€Pe3H KOTOPHIA MBI MEPEXOAMAH.
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TakuMB Ke 06pa3oMb, Kakb Bb 7°15, Mbl NOIyYAMD MOIHBIA HH-
Terpars cacremsl (88), a H3b Hero BhIBEAEMD H 00mid. Bo 06mens
saTerpaxk 6yayrs saraiodaTsca Bek o6mjia phmenia JaHABIXD yPaB-
HeHi#t, ACKI09aa 0COGEHHbIA.

31 3TOr0 MhI BEAMMB, 9TO BCAKAA 3AMKEYTAs CHCTEMA, COCTOSA-
mas ush g ypaedeniifl, wwbers o6mee phmnenie, coxepxamee
% —g¢g -+ 1 NOCTOAHHBIXH NPOE3BOABHBIXD Pa3AMIHEIXD, HIH TAKD
Ha3bIBAEMBIH moanbId EHTErpars. OTciofa ym®e caMo co060w0 cab-
IyeTs, 9T0 HEOOXOAEMOE YCXOBie, MOCTaBIeHHOE HaMmE BB 1’6, Gy-
aetsb BMberh ¢b TEMB B 10CTATOYHEIMD.,

18. 3azasy 061 maTErpEpOBaHiE COBOKYNHEIXD ypaBHEHid Cb
YACTHBIMA NPOA3BOAHBIMA MOXKHO DPA3CMATDHBATH CBb Da3IHYHBIXD
touek's 3pbuia. Kamkuoe ypaBHenie JanaO# CHCTEMBI MOKHO CIHTATH
3aBHCEMOCTBI0O Mem]ly HemssECTHOIO @yHKmielo V' H e 9acTHBIME -
NPON3BOAHBIMA, UPHHEMAA, KAKB Ty, T4k ® ADYria 3a pasiMdHbla
Hem3pECTHEIA ®YHKNiE, YAOBIETBOPAIOMiA HEKOTOPHIME YCIOBIAME.
Boupocs Gyrers phmens, ecin YACIO 3aBHCHMOCTEH 6yleTh PaBHO
ypcxy memspherasixs oymknii. Cmorps b 3To#t TouKM 3phHiA Ha
npeamers, SIko6m m Byp® nokasaun, KakmMb 06pasoms, npambaas
Teopeny Ilyaccosa Kb 0JHOMY A3B HATErpaloBh KAKOro AHGO ypas-
HeHif CHCTEMBI, MOKHO mNePeATH OTH CHCTEMBbl Ch KaKEMD HE eCTh
uRcIOMS g ypaBHeHid Kb cEcTemb ¢b g—+1 ypasmeniamn. Iloaromy,
cxbiys HXD METOAY, Mbl GyAeMD NOCTENEHHO YBEXAYABATH THCIO
ypasaeniit no wkpk nprGammenia Bompoca Kb Komuny. He Tpyaso
BaxkTh, 9TO npRGaBICHie OAHOrO ypaBHEHiA Kb cucTeMB, aaeTh
BO3MOKHOCTh HCKAIOIATH ABE nepeMbRHBIXD H3D COBOKYNHBIXD YPaB-
HeHiff, Kb KOTOPbIMDb NPHBOAETCA WHTErPHPOBAHIE KAKOro JHGO
ypasuenia cAcTembl. B caMoms xExk Bo3bMEMb CHCTEMY TOTO BAAA,
KD KaxoMmy fkoOM DPEBOZMTH CBOAM ypaBHEHid, TO ecTh BAAa (88).
ChcreMa COBOKYIHBIXD ypaBHeHifl, Kb KOTODO# NpPABOAWTCA HHTE-
rpupoBamie Kakoro IEGO H3® ypasHemii (88), manpambps p+9,=0,
6yAeTh PABHOCHILHA 94CTHOMY AMIDEPEHNialbHOMY yDaBHEHil0

(98) (04940 W) = (@5, W)—%;#f—o.
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B #eMb MOXHO npeAnosarate W HE3aBACAIEMD OTH P,,Pyy..., Dy
H COJEPRAIMEME TOIbKO nepeMbHAbIA

(99) qg" Qg+1’ ng_n" ¢y Qn7.pg+1).pg+27' . '717“1

Takb Kakb SlkoGieBb1 ypaBmemin He joammel 3aBackre orn V, u
cxb10BaTeIbHO SYRENIA @, 3aKI0YETh BB Ce0L TOABKO BEANIHHBI

Q1) QE" * '7qu7.pg+17pg_|_27‘ . '7pn‘

Takmm® 06pa3oMb BB 3TO ypaBHeHie nepeMBHHEIA He3aBHCHMBbIA
(99) Bxoaars b uacxb 2n — 29+ 1. Ecan 9BcI0 ypaBreHid cu-
creMs! (88) yseanuuTcA Ha elBHRIY, TO ypaBHeRis, noxo6ubA (98),
6yayrs 3akiouaTe 2n— 2 (g —+ 1)+ 1 nepembHHBIXD He3asnCH-
MbIXDB, T. €. Ha JABL Menbe npoTEB® npemnmsaro. Cabays nyrH, yka-
sannomy fIro6am m Bypoms, MbI npm Kaxpoll onepanin GyieMb npH-
6aBaaTh Kb HMElompEMcA y HaCh YPABHEHIAMD MEKAY BEIHIAHAME

(100) q17q2""7qn,pl’p”"')pn

no oxmomy; smbcrh cb Thun, AaBaa Beakii pasm cmcremt BEAB
(88), Mp1 6yaemMb ymeHbmaTh Ha ARE eanHmObl 9HCIO nepeMEHHBIX'D
HE3ABHCHMBIXD, Bb YDPaBHEHIAX® MOA0GHBIXB (98), Kb KOTODBIMD
NPHBOABTCA HHTErpEpoBaHie OTABILHRIXT ypaBHeHid pascMaTpR-
Baemofi cHcreMbl. OKOHYaTeABHO Mbl DpHAEMB Kb cacTeMb ¢b n
ypaBHeHiAMH, E3D KOTOPBIXD onpeabsnvs p,, p;,. .., D, BB ©YHK-
OiAXB 0T ¢,, Gy, - - -, 4, H HRHJeMD V no ypaeHeHiw

V=J‘(p1dqx+p2dq,+- .o p,dg,).

Cn aroii Touxn 3pkuia cuoTphin na Bonpocs Bek, sannMaBmieca
Teopielo HHTEI'PHPOBania COBOKYNHBIX'h YpaBHeH1H nepBaro nopsaka
Cb 9acTHBIMM NpoA3BOAHBIME. OTciofa cxE10Ba0, 9TO HECMOTDA HA
wbkoropein mambuenia wacTrocTed Meroapt Slko6m m Bypa, cym-
HOCTh OCTaJach Tame camas: nocrbiosaTeipHOe npEGaBienie ypas-
Benii Kb AaHHOE chcreMB, HOCDEACTBOMD NPHIOKEHIA TeopeMbI
Ilyaccosa Kb HaiiileHHBIMD MHTErPaIaMb KaKOro IAGO H3B ypaBHE-
mifi jaE@odl cEcTeMbl. JTO mpHGaBIeHie ypasuemiil ykiaern phma-
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TeIbHO HEBO3MORHBIMG NPHIOKeHie MeTola Kb HEKOTOpRIMB BO-
IpocaM’b, 3aBHCAMAMD OJHAKO CYIIECTBEHHO OTH MATErPHPOBaHif
COBOKYNHBIX'h ypaBHemiil ¢b JacTHEIMA NpoE3BojmbiMH. OHO 1aeTh
BO3MOKHOCTh PBIATH BODPOCH TOABKO TOTAA, Koraa Bek memssher-
HEIA @yBKNim yE#CTBATEInHO MOMKHO NOJYIRTH, TO €CTh, KOrAa BO-
IPOCH NPABECH: WAM KB KB2APATYph, HAA Kb aIre6pandecKAMs
#ckxovenigns. Mo TEXb nmopb, moka aroro HETH, M1 HEYEro He
MOReMD cKasaTh o @opmt Hem3BbeTHRIX® eymknid. Memay THMb
ecrs 3ajaum, ribk meso3MoxHo Bnoxsh onpexbaars memsshcrmylo
@yHEnio, 50 TEM® He Membe MomHO )0 HEKOTOPO#H cTenesa onpe-
XEIMTH ea ®0pMy, Bb 9eMb €JIHHCTBEHHO B COCTOHTD BOLIDOCH Bb
NnoJ00HBIXD CIyIAfdxh.

PascuaTpaBanie sTAXD BOIPOCOBS NPABOABTE Kb APYroi TouxE
3ptuia, ¢b Koropoii MomRO CMOTPETH Ha 3ajJady 06 HHTErpEpOBa-
HiE COBOKYNHEIXH ypaBHeniil. Hamjoe E3D 3ajaHHBIXD ypaBHeHii
Memay nepembHHHIMA He3aBECAMBIMA, HewshcraOw ®yHKIieo  ed
YaCTHBIME HNPOU3BOAHBIMH MOMHO CYHTATH YCIOBieMDb, KOTOPOMY
AoX®HA yAoBAeTBOPATH Hemspbcrnas oymknia. Hafizems o6uiid mu-
Terparb OAHOrO H8H ITAXD YPABHEHid; TOrAa MBI 0CBOGOIEMD ee
OTh OJHOTO M3D JAHHBIXH YCIOBid, ecld, NOIL3yACH 3TEMD HHTE-
rpaiomMb, cibiaeMt mpeobpasoBamie n°12, TAKD KaKb IPH 3TOMB
01HO B3D ypaBHeriii o6pamaerca BB TomaecTBO. [TocTaBans TakEND
06pasoMDb BOIPOCH A HPEMeEXb Kb METOLY, H3AOKEHHOMY BblIe.
Criys eMy, Mpl H3b JaHHBIXh yYpaBHEHid COCTaBAfieMb HOPMAlb-
HYI0 CACTEMY

(101) f1=0’ f;=01'-'7 fg=0:

Bh KOTODO# umcI0 nepeMBHHBIXS He3aBACHMBIXDB ecTh . Cmcrema
OGLIKHOBEHHBIX: COBOKYNHBIXh ypaBHeHiH, AR PaBHOCHIbHOE e
YaCTHOE AH@PEepeHniaibaoe ypaBHeHie

(102) (W, f)=0,

Kb KOTOPOMY NpPHBOAMTCA HHTErDHDOBaHie KaKOro am6o ypaBHeHis
f;= 0 nopuaxsnoii cAcremsl, 6yjeTh EMETb nepeMEHHBIMA He3aBH-
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CHMBIMA BeIAYAHBI

ql, qﬂ" - '7q”) V1p17p2" . '7.pn

Bb 9actk 2»n -+ 1. MeTerpupyeMt 0jHO H3b ypaBHeHill CHCTEMEI
(101), sanpamEps f; = 0; notoms xhiaems npeoGpasoBanie n®12,
KOTOpOe AACTH HAM'B BO3MOKHOCTH IPHATH Kb CHCTeMb

(103) F,=0, F,=0,.... F,=0,

rik uAcao nepeMBHHBIXD He32BHCEMBIXD 6yleTh yme n—1, a
9HCI0 ypaBHenHilt g — 1. Ypasuenie

(104) (W,F)=0
OyXeTH coAepHaTh TOAbKO 27 — 1 nepembBHBIXD

Rpy gy oy Xy gy A) ph Bnr- ot Bn—l'

Taxums 06pa3oMb # Bb MOeMT MeTogt npm Kamxoil onepamim 9mcio
nepeMBHHBIXD BB yPaBHEHIAXD, NOACOHLIXD (102) m (104), ymens-
maeTcA 5 AT eAMHUNBI; HO IPH 3TOMB 0COGEHHO BRKHO TO 06CTOA-
TeIbCTBO, 9TO 9HCAO ypaBHeHi BB HOBo# cmcTemb (103) opmams
Mespme, ykub BB npemneir (101). OHoO TO AMEHHO H JaeTh BO3-
MORHOCTH PEMATH BOOPOCE!, 0 KOTOPHIX's MEI T'OBODHJA.

Moii MeTonH COBEpmMEHHO He32BACATH OTH TeopeMmnl Ilyaccona,
KOTOpad CIy:KHTH OCHOBaHieMDb Merony fIko6m m Bypa.

19. A nokamy sphes, KAKD HeX01A H3D HAYAND, H3XOKEHHBIXD
MHOIO BblII€, MO#HO GbLI0 6bI HHTErPEPOBATH KAKYIO YTOAHO CHCTEMY

(104" f,=0, f,=0,.... f,=0,

KOTOPasA MOKETD ObITh HE3AMKHYTOI0 ¥ HEHOPMAILHOIO,

Haiizem® ocoGennpia phmenia aTEXD ypaBHEHi# B IOCMOTDAMD,
He YAOBIETBOPAWTD A BEKOTOpLIA W3b HAXD BCEMB ypaBHEHiAMD
jauno#t cHcTeMsl. Bek ocTaipmrla o6mia phmenis cEcrems (104)
6yIyTh 3aKAYATBCA Bb 00meMDb HETerpaxb, KOTOparo yroaso usb
ea ypasmenii. Murerpapyems ypasmenie f,—0 ® pbiaems mpe-
o6pasoeanie, ykasamHoe Bb n°12. Torza eymknin f, fy,...,f,

— 173 —

o6pataTes cootBbreTBenno Bb Fy, Fy,. . ., F,. Kamjaa #3b HAXD
Gyaers 3aBACETH 0TH mepeMBHEBIXD

(105) qlaapasw"aan_uAa Bry Base ooy
# ypaBregia cactems! (104') o6patarca cb cxbxyomin
(106) F,=0, F;=0,..., Fg=0.

Or6epend #3Db HEXD TE, KOTODBIA He 3ABACATD OTH ¢,. V3B ocTaib-
HBIXD BO3bMEMB Kakoe HAGYAb, Hanp. F, = 0. Ecan cymecTyioTs
phmenia cacrenst (104'), Hesarxiouaiominca MY yIOMAEYTHIME
0cOGCHHBIMA, TO OYHKNiA A JOXEHA YAOBICTBODHTH YDPABHEHiH
F,=0, nesasHcEMO OTb ¢,. OTtryra cabiyerTh, 970 OBA AOXEHA
yAOBIETBOPHTH # BCEMD cxbayomamb
aF; _ 0 CF; _ 0 P F,
dgy ’ dg?  dg®
TaKKe IpH BeakoMb ¢,. Cabaasb, mostomy, ¢, HOCTOAHHRIMB IPO-
H3BOJBHBIMD ¢,° Bh YPaBHEHIAXD

dF,

=0,....

PF,

. —_— ——i = O ——p — 0 oo e e
Fg O’ dq1 ’ dqlﬁ ?
B NOJCTaBABD BMECTO KOAMYECTBD
(107) Oy Ogye ooy @iy Ay Bry Base o oo By

EX'h BBIPAKEHiA B 1ePeMEHABIXD ¢, gy« + « 1 ny Vs Dyy Das« + =1 P>
Mbl NOJYYEMDB OAHO HIA HECKOIBKO ypaBHeHill HOBBIX'b, CBA3BIBAIO-
muxb aTH nocybamia nmepewbnnnia, Ho RenpembrHo noxpainkit mEph
0/HO. JTE HOBbIA ypaBHEHiA 6YAyTH 3aBECETH TOIBKO OTDH BEIHIHHD
(107) r cxboBaTeasHo OTHECYTCA Kb HOZOGHBLIMG K€ YPABHEHIAMS,
0TOGpaRHBIMD HAMH HocXb npeoGpa3oBamia OTH ypaBHeHid JaHHOK
cHCTeMBI.

Jbaaems Tome camoe, 9TO Cb ypaBHeHieMb F, =0, Cb Kam-
AbIMD H3'h OCTRIBHBIX'D yYpaBHEHill, 3aBHCAIUXD OTD ¢;. Toraa Mer
NpEGABAME Kb OTOGDRHHEIMG YDPaBHERiAM® eme HECKOABKO HOBBIXB.
Yucao Bckxs ypasneniif, NoJyIeHHEBIX's HAMH, MEX]y KONBICCTBAMH
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(107), vam mpeBnImaeTh, HAM He NPEBHIMAETH n. B nepeomMs cIy-
9ab nmpepto:xesnas cucrema (104') me mmbers apyraxnb phmenii,
Kpomb oco6enrbixb. Ilycrs BO BTOpoMB ciydah umcao ypasHemii
6yaers k; Toraa h 6yzers me menke g — 1. Bb kpaitnens cayuah,
Korja h=g—1, HA 0AHO A3% ypaBHeRiii (106) He 3aBACETH OTD
¢,. Iloxomnus Ke, 9T0 HAMA ypaBHeHiA Mexiy Bermanmamu (107)
6yayTh

(108) ¢, =0, (?2=0,..., ?,‘=O,

rak % e menbe g— 1. O cacremoro (108), B KoTopoil nepenkn-
HBIXD HE3ABHCHMBIXD TOIBKO 7 — 1, MBI MOMEMB HOCTYNHTE COBEp-
MeRH0 TaKKe KaKb Cb JRHHOK, HHTErpApYyA OAHO H3D €A ypaBHe-
Hiil, Banpankps @, =0, m absaa npeoGpa3zosamie 7° 12; Torxa MbI
IpEAEMD Kb HOBOE cmcTeME, Bh KoTopoi 6yieTs # — 2 mepembn-
HLIXD HE3aBACHMBIXH, 8 ypaBHeHid 6yaers me menke g— 2. IIpo-
ROXRAA OCTYNATH TAKEMB 06DPa3oMb Jaxke, MbI IPAJEMD Kb OAHOMY
H3D CIBAYIOMAXD C1yYaeBs:

1) mam Mbl noXyumMT CHCTeMY, BB KOTODO# 9HCIO ypaBHeHid
IPEBBINACTE YACIO NePeMBHHRIXD HE3aBHCAMBIX'h, CIOMKEHHOE Chb
€ARHENEI0, H TOra mpejiomenHasn chcreMa (104") me mwkers ph-
meni# APyrexsb, KpoMk ynoMamyThIxp 0COGEHHBIX'D;

2) BRI MBI OPHJEMD Kb OAHOMY YPABHEHil0, Bh KOTODOMB THCIO
nepeMBHHBIXD HE3ABHCEMBIXD He GYAETH HPEBHIMATH #— g —+ 1.
Hurerpuposaniens ero, xakb Bb n° 15, onpenbanus seusshcrabia
TYHKOiA BCEXD cHCTeMD, uepe3h KOTOPbIA MbI Nepeman, B cxbao-
BaTeIbHO omperbamMs ¥V, Kakh SYBKIi0 yi0BAETBOPAMYI0 BCEMD
ypasmemiamb cHcTeMr! (104'). Uncxo cozepmammxca Bh Bhpaie-
HiE V Da3imuHbIXh NOCTOAHHEIXD NPOE3BOIGHBIXS BEIMIRHD OYIeTH
paBHO 49HCIY nepeMEHHBIXD HE32BACHMBIXh Bb OKOHYATEIBHOMD
ypasuenin, phmatomens Bonpocs, To ects He Goxbe n—g -+ 1;

3) mm mer npEaemdb Goxbe, vEMB Kb ogmOMY yDpaBHeHilo, ¢z
0dwoto nepewbanoio nesasrcEMO. Uncio ypaBmemift 6yAers He Me-
nbke g —(n—1), nam g — n —+1, 7 no xpaiinedi ukph uxB 6yzeTdp
Aea. Ono He MOMeTH 6bITe Goxbe IBYXB, LOTOMY 9TO TOTAS MBI
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monajeMb Ha nepsblil caydail. IloaTomy ancio g GyxeTs paBHO n—+1.
Ho ecam g=n-+ 1, To MbI, He IPEANDHHAMAA HHTErPAPOBaHii,
HaiijeMs V, Kakb 6blIO IOKA3aHO BB #°9.

TakuMb 06pa3oMb A9 HHTETDEPOBRHIA JAHHOH CHCTEMBI (104)
gkTh HEOGXOAMMOCTE 3HATH HAUEDPEAh COTAACHEI IM €A ypaBHeHid
MexaAy co6ow0, T0 ectb mmberh am ona phmenie mam mbrp. Mok
METOXh MOMETD ObITh HPHIOKEHD DPAMO KB Kakod yrojmo cucreMt,
KoTopylo WETH Heo6XofmwocTh HenpemBHHO 0peo6pasOBBIBATH BB

HOPMAJBHYIO.

20. 3w o6maro cnocoba, 0OTROCAMIATOCA Kb KAKAMB YTORHO
ypaBHeHiAME NepBare nopajka, A BEBeAy HEKoTopslA cxbicTBiA
AdA IMHEHHbIXD ypaBHeniii. OHA MOryTh ObITH BCErAa HPABEJEHBI
Kb BHAY

ayv ayv
(109) X(V)=X'd71+X2E+. .. '+X“dqn 0,

rak X, X,,. . ., X, cyTb REKOTOPbIA ©YHKIIE OTB ¢y, @3, + -5 In)
a¥V Heusn'hcmaﬂ oyHKOiA aTHXD nepewbannixs. Ilyers GyAyTdh

"l‘1= Bm q‘s=3m' R3] "l‘n—1=pn——1
HHTErpaibl CHCTEMbI COBOKYIHBIXD ypasHemii

dyy __dg, __ __ gy
b A X,
B KOTOPHIXD f, B,,..., B, CYTh NOCTOARHEIA NPOE3BOAbHEEIA. Toria
o6miit maTerpars ypassenia (109) MomeTs GhITh BEIPaKEHD COBO-
KYNHOCTbIO YpaBHEHIH

] V=“1Bl+“spz+'"'+“n—1ﬁ~n—1'—As
‘ b—B=0, $,—B;=0,..., $p1— B =0,
rik yme noxs By, By, - -, B, asymHioTCA 9aCTHEIA OPOA3BOAHBLA

dA dA
IpPOA3BOABHOY TYHKIiA A, 2 EMEHHO —— Ry Ll

IloxomuMT Teneps, IT0 paamcxnnaercﬂ 06l HETErparb CACTEMEE

(112) X(¥)=0, X(V)=0, X"(V)=0,.... XE~)(V)=0,

(110)

(111)
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rak Boo6me crbaano
; av av y AV
Xy X(‘) 4 X®O2 I L
(N)=X" g+ %" g+ 7
H UPeJNOOKAMD, 9TO CHCTEMa aTa ecTh HopMaibHaa., Toraa, mo
oomemy cnoco6y, cabayeTs EHTerpApOBaTh OAHO 3B eA yDaBHeHil,

ranpuyEps X (V)=0; 00TOMb BbIPASHTE BEXHIHHBI gy, Gy, - «, G,

.pn .pm *) p“ Bb (bYHRﬂ,lﬂX’b 0Th “1’ “2) —1’ Bn Bi’ °? pn-—l
13D ypannenm

$— B, =0, q’z—‘pzzo ERY) ¢n—1_Bn—1=07

i j=—n-—1 f—p — Ty
DR S T e 1) _’_ nl ay,
7=1 J=1 Jj=1

H HOJCTABHTE 3TH BHIPAKeHiA Bh OCTAABHBIA YPABHEHiA CHCTCMEI.
Torza ypasaenie X (V) = 0 upnmers Baxb

) — Y@ () 0}
Y=Y, + Y Y4+--- -+ Y 1 %1

=0,

bk YO, 7O, .. ¥  cyrs ©YHKOiE TOIEKO OTH BeINTAH

vasv oy
Taxkau® 06pa3oMs Mbl NOXYIAME CHCTEMY HeXEREfHEIXH ypaB-
HeHi

(114) Y=0, Y'=0,..., Y¢ V=0

cb neEsshcrHOl0 ®yHKnielo 4 ® ¢b nepeMbHHBIMA HE3aBHCAMBIMH
o, 8. . ., &,. CHcrema (114) 6yaeTs HOpMAILHOW (CMOTDE 10 14).
Yr0651 ONATE NOIYIHTH ARHEHHbIA ypaBHEHiA, Mbl BO3bMEMD 33
nepembaEbiA Re3aBHCHMbIA Koxmiectsa B, B;,..., B, ® 3a mems-
phcrHyI0 ®yHKNi0 Dpemuiolo oynknilo V. Torja u3b ypasHenia

(115) V=“131+'“2pa+""+“ A

lpn——l

MbI 6yieMb AMETH

av av av

_d—pl’ aﬂ:aﬁ;’ s e ey an-—1=-d_ﬁn___-1
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W, nosToMy, Kamjioe ypasmemie ¥ =0 cucrems: (114) 6yrers
InHediHOe; HMEHHO c.rl;nylomee:

5 AV y dV i _
(116) Y(i) Y() @1 Yg() (Jg "'+Y,£l_1m—0.

V31 cKa3aHEATO MBI HOXYYaeMb TaKoe Ipelloenie:

Ecan BB JuHefinoi HopMaieHO# cacremb

X(V)=0, X'(V)=0, X"(¥V)=0,..., XU(¥)=0

maTerpasst B, B,,. . ., B,_, OMHOr0 3% ea ypasHenil, HaupmMEDD
X(V)=0, npumens 3a nepembHEbIA He3RBHCAMBIA, OCTABIAA
npesxnaiol0 Hem3BECTHYI0 @YHKLII V, TO OCTaibHbIA ypaBHEHiA 06-
pararca coorsETcTBeBHO BB crbayromia:

Y=0, Y'=0,..., Y9 =0,
rak Boo6me cxbiano

v o gw 7

g "L Ay

7O =¥ dg .,

g semmumEn Y0, YO, ... T®, cym oymrnin nepeMBHHBIXD
Bnps:"ﬂgn- .

HoBaa cHCTEMa ecTh XHHEHHAA HOPMAJLHAA.

TIpentosmenie 3TO JaeTh BO3MOKHOCTh HHTErPAPOBATH KaKylo
yroauo JAHeiHYI0 HODMAIBLHYIO CHCTEMY 006 g ypaBHEHIAXD A 00D
n nepembREbIXS HesaBHCAMbIXh. Ha ocHoBaHIE €ro MBI MOMEMD
yMeHBIAT: Bh CHCTEME H 9HCIO ypasHeHi# B 9ACI0 nepeMBHABIXE
HEe3QBHCAMBIX'S H& OXAHAKOBOE JACAO eAMBAND. TaraM® 06pasoMsb
OKOHYATEJBHO IIPHIEMD Kb OJHOMY JHHEfiHOMY ypaBHesiio ¢b n—g-+1
nepexbanpiva. Ero EaTErpassl 6yIyTh SYHKIIAMA OTB ;) Gs;ees On
# 9ECIO MXD €CTh #n —¢. O3Ha9EMD HXD GyKBaMH

Py Pare s Pn—ygd

Torja camoe .o0miee Bmipamemie V, yAoBieTBOpAtoIEee JaBHOR
12
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cacremb (112), oveBnano, Gylers crbayomee:

V=H(?17 Pas= - o ?«n—g y

rxk IT ecTh 3HAKD NPOH3BOALHOR TYHKILIH.

21. Cuoco6m, npeptomennpii MHOIO BB 1°19, 117 WHTErpHPO-
BAHi KAKEX'h YTOAHO CHCTEMH IEPBaro NOPAJKA NPHIATAETCA H Kb
IgHedHpIMEs cacTeMaMb. O0b 3TAXD NocxbIEAXD MOMKHO CKA3aTh
TOME CaMOe, 9TO ¥ 0 KAKAX> YrOAHO CHCTEMAX'; HO HA OCHOBAHIA
n® 20 MoskHo m3MbEMTH mpeo6pa3oBanie, HEOGXOAUMOE JAA NEPEX0ia
OTH OAHOH CAcTeMbl Kb Apyrod. Bw® camoms xbak, nocxt marerpn-
poBagid HepBaro ypaBHEHi CACTEMEBI, MOKHO, OCTABABD OPEEHION
Hew3BECTHYI0 ®yHKNilo, B3ATH 33 nmepeMBHHEBIA HE3aBHCAMBIA HHTE-
rpaxbr aToro ypasmenia f,, 3,,..., 3, ,. Toraa, nocxk npeoGpa-

30BaHif, OCTaIbHbIA YpaBHeHiA MomKHO pa3gbauts Ha ABE rpymom:
v av av
ey e yeeey
. _ *=1 af, " dfy Ap—y
R Apyria, 3aBHCAMIA OTDH 3TAX'D BelWyHHD H OTDH ¢,. Hampoe u3m
ypaBHeHi#E BTOpo# rpynubl AaeTh 0AHO WA HECKOABKO ypaBHeHii

OfHHM, 3aBHCAMA TOIBKO oT® B, B,,..., 0

' MeJELy 3THMA BeimuaHaMH. TakaMb 06pa3oMb MbI DPHAEMD Kb HOBOH

cacremk, BL KoTOpod 4mca0 nepeMEHHBIXD HE3ABHCAMBIXD OyJeTh
n— 1, ymexo e ypaemeHili 6yzers ne menbe wmcia ypasmenii
NpeEeR CHCTEMBI, yMeHbIIEHEaro ejmmmnelo. Kakh mepeiita oTh
3TO# cACTeMb! Kb 06meMy BhIpamerilo V, ckasano BB n°20.

He ocramasimBasch Ha YACTHBIXB CIyd9aX'h, AONYCKAIOMAXD
MHOTIA ynpomenis, A nepeiidy Kb BEKOTOPHIME NPRIOKEHIAMD Me-
TO10BD, H3JI0MEeHHBIXD Bhille, KOTOpble YACHATH cnoco6h mpamb-
HeHifl 3TEX'D MeTO0Bb Kb NPAKTHIECKEMD BONPOCAMD.

-PMTABA IIL

lpunomenis,

Humerpaan, obuyic MrowuMs 3a008aMs 0 OsuUdCEHiU C80600HOT
MOUKU 65 NAOCKOCTAL.

1. A pascmorpro 3xbch BOonpoch 0 HAXORAEHIH CHIB, IPH KO-
TOPHIXD 331294 O JABWKEHIA cBOGOAHOH TOYKH Bb IIocKOCTH mMEeTs
OI¥HD Min HECKOILKO AHTerpaloBh OOMAXD CBh JPYTEMA 10106~
HbIMA 3aadaMd. Bb TEXD ciyd9asxb, KOraa sTH HHTerpaibl EMEIOTH
onpexbreHHbIi BEAB, & He NPOH3BOJBHbIA SYHKIIA KOOPAMHATD H
CKopocTeil IBARymeiicad TOYKH, MBI HaiijleMdb caMbld 00mis BXD BbI-
pamenis. Yacrasle ciydyanm aToro Bonpoca GrlaH pascumorphasl Bep-
TpaHoMb Bb Memyapk: Sur les intégrales communes & plusieurs
problémes de Mécanique (Journ. de Math. tome XVII). 3akcs,
ckoabko ML w3pkerHO, phmests BB nepBbii pa3b OAEHD H3B 00-

IEXs BONPOCOBDH, OTHOCAIIMXCA CYINECTBEHHO Kb HHTETPHPOBAHiI0

COBOKYIIHBIX'> yPaBHeHi# nepearo nopsajxa ¢b 9aCTHBIMA IPOA3BOA-
BbivE. BepTpaEt npeanoiaraerds, UTO CHALI HE 3aBHCATH OTH CKO-
pocrei. Bn aroms 3ambuaresbHOMD ciydal Kamipli HHTErparb,
BooGme roeopd, onpexbasers 3agauy. TE me, Koropele e AMEBIOTD
9TOr0 CBOHCTBA, NPAHALICKATH MHOTEMB 33189aMb. JIIa OTHICKaHiA
aTexb nocrbapEx®s Beprpan® jaeTh npocToil M M3AMHLIA METOAD,
KOTODBI OHBG NOTOMD IPHIATAETH Kb JBHREHil0 OJHOH TOUKA IO

Kako#f YTozHO NOBEPXHOCTH H Kb ABHMKEHII0 OJHOH e TOYKH Bb
12



— 180 —

mpocrpancTel. 131 Beipameniii HATErpaioBbh, OOGHIAXD MHOTHMB
3ajasaMb, BepTpasb BHIBOAHTD YCIOBif, KOTOPBIMB JOXMKHBI Yj10-
BIETBOPATH CAIBI 14 TOTO, YTOGHI 34294 JOMYCKANA 3TH HHTErPAIbI.
S, pascMaTpEBas o6mifi BONPOCH, KOLJR CHIbI 3aBACATE H OTDH
KOODAWHATD H OTH CKOpocTed, J0XKEeHD GbLIDh NOCTABATH €r0 WHAYE
pemern Beprpans. B camoms ybak, ecTe ciysam, rak maTerpars,
o6miif MHOrAMD 3a4a4aMb, NPOASBOJLHBIME 00pPa30MDB 3aBHCHTH OTh
KOOpARHATH ¥ cxopocrell, ®, TEMD me membe, CHIBI.ZONEHBI yAO-
BIETBOPATL HEKOTOPHIME YCIOBiAMB, XIA TOro, 49T0o6bl OHD EMEID
mEero pas MEOrEXD 3aXavb. Ilo aTolt npmyret 4 passickEBalo ycio-
Bid IAd CHND, I H3D HEX'h yHKe HAXOMEY ©OpMY HHTerpaiosp. Mmk
Kamerea, uro 3crbgosanie BepTpana 1o&HO 6bITH Jonoaseno. B
camoMbs AEIE ecTh ciysam, BXojamie BB aTo m3cxbaosamie, BB
KoTopbixb EMEers mbcro ®opMa EETErpa’a, pasimyHasg OTH ABYXb
©0pMB, JAHHBIXD DepTpanoMDb: ©OpMa, KOTODPYI0 MOEHO Pascma-
TpHBATH, KaKb HEKOTODYI0 KoMGHHANi0 BeprpaHoBLIXL $OPMB,
ecan NPOE3BOXbHQH YHKUH, B Hee BXOAAMlel, 1aTh neonpeybien-
ubiit Bugb §. Ilocxbamee oGeToATeIHCTBO saybraxs mek II. J. Ye-~
.6s1mepb. Metond Beprpasa coschus He mpmiaraerca Kb o6meMy
BOIIPOCY ; OB MOMKETH OBITh PACHPOCTPAHEHT TOIbKO HA HEKOTOpHIE
cIy9ad, Bb KOTODHIXD CHJBI 3aBHCATH ABHEIME 00DPa30MDB OTDH CKO-
pocreii; no arodi nprIAEE, A CIATAID HOXE3ABIMD HPUBECTH, BD
puyk mpumbpa, EBCKOAnKO npejIomeHi, OTHOCAMIMXCA Kb 3TOMY
obmemy Bonpocy. Uro KacaeTcd ABAMEHiA TOYKH IO NOBEPXHOCTH,
TO ero MOKHO 09eHb X€rKO IPHBECTH Kb ABHAKEHil0 TOYKH Ha IIO0-
ckocrd. [IoaToMy pesyasTaThl, BhIBeAeHHBIE A1A cero nocxbimaro,
‘npumbBAOTCA Kb DepBOMY, KOTOpoe TpebyeTh Kpomb TOro cie-
niaisHbIXEs H3cXBaoBaHif, OTHOCAMIEXCA HCKAOYATEARHO Kb IIO-
BEPXHOCTAMDB, 10 KOTOPHIMD ABWIKETCA TOUKa. IJTOTO Ciyuad A
srbch He PascMATPHBAIO, TaKh Kakb EMElo mEibi0 TOJbKO 18T IPH-
whp1 ma npmiokesie MeTOZ0BD, H3IOEHHBIX> BB DpelbIAyIeH
raask.

IIycrs GYyAYTS £ W Y DPAMOYTOABHBIA KOOPAAHATE] ABARYIIEHCH
TOYKH, M&CCY KOTOPOH npEMeM® 3a efaunny, X B ¥ Dposknmin CEABI
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d.
HA OCH KOOPAMHATD H x', ;y' BEJRYAHE] d—a: " %’% Toraa ypaBmenis
JBAREHIA TOYKA 6YLyTDH

Pz a2
(1) -a-t§=X, Tt‘z-———‘Y.

Onr MoryTs 6eITh 3aMEHEHBI CHCTEMOIO COBOKYIHBIX'D YpABHeRii

dz ' d ¢ ar
@) T=% g =

_ ay
a0 a= YV w= =5

X’—oﬁ S

HAR JACTHHIMG IMOHEPEHNiaIbHBIMD YPABHEHIEMD

) Wyd oy x¥, vy

at az 7Y Gy i =0

Caan1 X n Y, onpepbasomin 3afaqy, MblI GyjeMDb CIATATH PYHK-
pifAMA OTB 2, ¥, & W Y, HO HE3ABHCAMAME OT® .

IToxoans, uTo HEKOTOpPAA Apyras 3ajada o ABHKEHiM CBOGOA-
HOfi TOUKH Bb nAockocra onpepbaserca cazama X, m ¥,. Torza

maTerpainl ea 6yayTh Bukcrh cp TEMDL mHTerpasamm ypaBHemia
av__ _,av .4V

-+ X, zif + %, CZ =0.
T dy

Ecan zph 3ajaum, npmeojamisca Kb ypasHeHiAMD (3) u (4),
pvEioTDh 04RED HAM BECKOABKO HATErPajiOBh OOMHXDH, TO 3TH HHTE-
Tpalbl J0AMHBI YIOBICTBOPATH PA30MB TOMY H APYroMy ypaBHEHio.

O6mis phmenin ypasneniii (3) # (4) Be MOTyTH GHITh HE3ABH-
cAMBI OTH 06EAXD cKopocredt 2’ ¥ y, Hekmouan phmenie ¥ = mo-
CTOAHHOMY, KOTODOE€ YAOBIETBOpAeTH BCEMT ypaBHEeHiAMD JHHei-
HBIMB, OTHOCHTEIBHO YACTHBIXH NPOM3BOJHBIX'D> HeH3BECTHOH ©YHK-
nim m 6e3b mocxBimare wieHa, Jro phmenie He A0CTABAACTDH HA
0XHOT0 HHTErpaia, orBEYatomaro 3ajasams.

MoRHO NpEANoXORATE, UTO YHNOMAHYThbIA o6mia phmenia 3a-
BHCATD OTH Toil W OTH ApyTo#t cKopocTH. Bb camons ybak, ecam
KaKoe JEGO W3Dh HEXH 34BHCHTDH, HANDPAMEDD, TOILKO OTH % H He
3aBHCATE OTH %, TO, H3MEHAA KOOPAMHATEI, MBI MOKEMD ero cxb-
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JaTh 3QBHCAMAMD OTH & H 0T 4. TakuMb 06pa3oMb npm E3cxE-

AoBadim o6mux1b phmenili ypasuenii (3) u (4) Mb1 MOReMD Hpej-
vV _d4dv

I01AraTh, 9T0 BEAMTHEDI — 1 a e PaBHBI Hy J10.

Ms1 pasgbauns ate o6mia phmenia Ha TF, KoTOphla He 3aBA-
CATH OTHh BpeMeHH H HA TH, KOTOpbIA OTH Hero 3asacATh. Ilocabi-
Hig 6yayTs EMETH BEADL

V=—1t+W

rab W ects ®yHENiA OTH Z, ¥, &, ¥'; TAKDB 9TO OHH GYAyTH YAO-
BAETBOPATH ABYMD YPaBHEHiAMD

AW AW dW AW

,dW .dW dW dWw

x — X —+ Y- =1.
dy 1 dx 1 dy

Phmenia &e, He3aBRCANLIA OTH BPEMERH, 6y1yTDh YA0BICTBODATD
ypaBHeHIAMD

,dV ,dV+X dV+YdV

dl dy,=0

(6) !
,dV ,dV
{“Td&;“"ydy"‘xldz Yl@ =0.

Mep1 6yaed npeinosaraTh ABE 3ajaum pasAM4HBIMA; TOrA2 HE
MOXeTh 6bITh BB 07HO H TO e BpeMa X =X, u ¥Y=1Y,. Bp
cxbjcTBin HamEXD OpeAnoIOmeHii OTHOCHTeAbHO OOIEXD phme-
Hifi ypapHenii (3) ® (4) MBI MOKeMT He Pa3CMATPHBATH 331a9b,
Bb KOTOPBIXD Ha X = Xl, mm Y= Yl, #60 Torxa 3T phmenia
ne 6yAyrs 3aBHCETH 01D %, mam oTD 2", TakHMD 06P230MD Y HACDH
6yaerd X pasimyno ors X, B Y pasimsno ors .

- Rampas 3apaua o Apumenim cBOGOAHOH TOYKH BB HAOCKOCTH
nvEeTs weThpe HHTerpaja: TPH HE3ABHCAMMXD OTH BpPEMEHE H
0ZBHD C€B BpemeHeMb., B Hamux® npeanozoxeniaxs Bck Tpu mm-
Terpaia, He3aBHCAINie OTH BpeMeHA, He MOTYTh OhITh OGIIEME
ABYMB Pa3CMATPHBAEMBIMD 33]a3aMb, IOTOMY 4TO TOTAa 06F 3ajiadn
6yAYTH TOKIECTBEHHb]; TOYHO TaKMEe, KAKH Mbl YBEAMMB BB IO-
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cﬂ;uc'raiﬁ, ecan 065 3axaum umbioTh 06miE EHTErpalh Ch BpeMe-
gemb, 10 omk moryrs mwbre Kpowb Hero me Gorke oamoro maTe-
rpala, HesaBECAIIaro oTh Bpemen®. IloaTomy, npm #3cxboBanin
phmeni#i o6mEXTh HAMAME 33]a9aMDb Mbl IPEXOJHMB CB cxbayio-
MEMD CIyJadub: 005 3ajaud MOryTh EMETH

1) x8a wHTerpaia 00MAXD, HE3ABHCAMMXD OTh BPEMEHH;

2) TOABKO OAAHD HHTErpaits o6mii, He3aBHCAILH OTH BpeMeHH;

3) ABa EATErpala OGIEXB: OAWHD Ch BpeMeHeMb, APyroi 6e3b
BpeMeHH;; :

4) OXMED TOABKO MHTETPArh OGIIi# Ch BpeMEHEMD.

Me1 pascMOTPEMB 3TH CIYdaR nocrbjoBaTesbHO.

I-4i cayuaii: dea unmerpasa oOWULT, HESABUCRUUTS OME GPEMEHU.

9. PascmoTpumnb cucreMy (6), KoTopas Tenepb A0XHHA OBITH
samrryToio. Crbiaens AaA COKpamieHia

Y—7, XY,— XY _
) k== i="F—x =¥ —kX= Y, —kX,;

Torja ypasmeria (6) MOryThL GbiTh 1peoGpasoBafbl BB cxbayromia

av v _
® ‘ %-;-kdy,_o
14 ,aV av
: — — =0.
lx dx+y -+ ay

Crcrema (8) joamua ObITh BB HACTOAIIEMD cxysalt Takme 3aMKHY-
Tol0, KaKb MBI BEAEIE BB n®7-oMb 1-0ii raaBpl. BeIpasEM®b aTO
o6eToaTeapcTB0. COCTABIAA CKOOKM H3B NEPBBIXB 9JacTedl ypas-
Henifi crcTeMbl (8), M1 GyieMDh EMETH ypasuenie

av v (& A ek ’Q"——l@)ﬂ’,=o
KOTOpOEe AONKHO GBITH cxbacreiens ypasuesiit (8). CpbiaeMs paa
COKpalleHis

a A dk ko dk
(10) m=§m—,+k@—,—x%—y ay ldy”
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Bb TAKOMB cIyyak, 03Hayas uepesb A H p. HeonpepbienHble K0dd-
®HOieRThl, Mbl NOXYYAMD IPH KaKAXD yrojHO BeAMYHHAXD NpPOH3-

BOJHBIX'D v av 4V 4V TOKACCTBEHHO

(V)i dx’@’ dx” dyn (] e
§Z+kd_’f+mﬂ7_)\(ﬂ7+k‘i’l’)+ (x'_‘?lL 'dV+l‘ﬂ7).
dz Ay Ty TN Ty Yty

Otxyaa mubems ypasuenia
(11) l=pd, k=py, 0=\ m=Ns—+ul.

3 HEPBBLIXD JIBYXH MbI II01ydaeMb
1 .Y

Beabzersie e aTHX® ypaBmeRHidl H Beamumsel A = 0, nocxbamee
#3D ypaBaeniii (11) npnemMaers BALD

BIW, HHAYE,

Orcroxa, 03gavaa 9epes3s [1 NPOH3BOILHYIO SYHKNiI0, NOAYIAEMD
(13) l=a;"l](a;, y,—g‘;)-
Ecan & u | 6yxyrs mwbTh HafijieHHbIA BeIHaunbl, TO ABE pascMarpH-
BaeMbIA 321298 OyayTh EMETH ABa HATErpaia 00MmEXb, He3aBACHA-
I@Xb OTH BPEMeHM. IJTH BeJMuuHLl JaA % ® ! He0OXOiUMBI A1
TOr0, 4T06b1 nocxbanee o6cToaTe1bcTBO HMEA0 MECTO.

TaxuMDb 06pasoMh HEOGXOMMBIA W JOCTATOUHBIA yCIOBiA, IDH
KOTOPBIXD HACTOAILiE cxyvyait mwkers mEcro, BbIpamatores ypasue-
HiaMa (12) ® (13). IT# ypaemenis MOryT®h G6bITH 3amBHEHEI cxbh-
AYIOIAME

W0 Hr—yxmdysn(and)
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IIpn ycaoBiaxs (14) cuerema (8) npuHAMAETD BALD
| av_, yav_
de ¥ dy — ?

v __y av ,( g’_)ﬂ_
Em——i—?—dy+xn , Y, dy,—O.

(15)

Cacrema (15), 09eBAIHO, €CTh HOPMAJIbHAS.

Hrrerpapys nepsoe es ypaBHeHie, Mbl I0XyJaeMb
V=ae (x, Y, g:') '
x
IpzammMas Teneps 3a nepeMEHHbIA HE3ABHCHMBIA KOIAIECTBA
| Yy
z, Y, z ?

3D KOTOPHIXh mocrkAnee 0603HaI2eNS Yepesd 3, H, OCTABIAA TY Ke
HemsBECTHYI0 ®YHKOit0, Mbl OGDATEMB BTODOE H3b ypasHemid (15)
Bb cabxylomee

do do do
(16) Ex—ﬂ—p@*—n(x:% B)@'=0

Ypasrenie (16) amkers 18a RETErpPala, KOTOPbie ¥ GYAyTEH OGIHMH
tofi m Apyro#i sagask. Ero momuO 3aMBHATH CACTEMOI COBOKYI-

HBIX'D ypaBHeHii

_dy___ dp
(17) B= =T zy0
AIN e OGLIKHOBeHHBIMD AASPEPEeHNiaILHIMD YPABHEHIEMD
d*y dy
(18) =129, 3%)-

Ilepsrie mATErpaibl 3TOr0 ypaBHEHiA BTOPOro NOPAAKA H 6Y-
AYTH HCKOMbIE JBa mETerpata. OmH, 09€BHAHO, GYAYTDH IPOE3BOIb-

. d, .
HBIMH SYHKOiAMA OTD Z, ¥, ;ﬁy » TaKb Kakb ypasrenie (18) npea-

CT2BAACTDH LPOH3BOILHOC ypasﬂenie BTOpOI'0 IOPAAKA.
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Ilycrs ovE GyAyT®H
19 q)l(x’ Y, ';:y"')=cu q’z(x, y:%")=cs;

toraa oymknia IT onpexkanrca mo BropoMy H3b ypabHemii (15),
Bh KOTOPOMB HYXHO cAEIaTE V=0, nin V= &,.

Ecan me sajzana oyeknia II, To marerpais! (19) onpexbiares
MHTErpApoBaHieMt ypasHenia (18).

YpaBHenie TpasKTOpim ABEEymEficA TOYKH MOIYIATCA HCKIIO-

YeHieMb OTHOMEHiA 417 n3p ypaenedii (19). Ono Gyzers, cakjo-

BaTeIbHO, COIEPATH TOJBKO JBa NOCTOAUHBIA NPOU3BOILABIA C, 1 C.

Ypasueenia (14) BolpamEaloTh, 9TO HPOIKOIA HA HOPMAXb Kb
TpasKTOpim cHAbl, AhicrBylomed Ba TOIKy, BT Toil B Apyro# 3apavh
€CTh OJHOPOAHAA SYHKIiA BTOPOHl CTeNeHH OTh CKopocred '  y.
Ona Gyzetrsd cxbayomas:

y’
g 11 (ﬁ, Y, ;’_7>.

_75

TaraMB o6pasoMs Mbl uMbems crbayiomylo Teopemy:

Yeaoeie, neobxodumoe w docmamounoe, mpu xomopoms sadaxa
UMDEME 060 UHMELPAIA, HE3ACUCUMBEE OMT BPEMEHU, O0UULS C3
Opywmy 3a0aMaMU, COCTMOUING 6B MOME, UINO NPOIKUIU HA OCYU
KOOPOUHAMS CUAbL, ORUCMEYIOUWET HA OSUNCYWYICE MOYKY, YIo-
GAEMBOPAIOMS YPACHEHIO

x

x’Y—y’X:x'“H(x, Y, ml:)

Ono ewpasicacms, 4mo NPOIKYULL IMOU CUALL HE HOPMALL KT
MPAIKMOPiY ecmv 00HOPOOHAR PYHKUIR 6MOPOT CIMENEHU OMET CKO-
pocmet I u Y.

Ynomanymue dea unmerpasa cyms nepsvie urnmepasvt 00vKHo-
BEHNA0 YPAGHEHIA 8MOPOLO NOPAIKA

a2 d
E‘;yz =1II (yr &, %!/).
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Onu Gyoyms 00HOPOOHLIMY PYHKUIAMY HYACEOT CIMENENU OTHOCU~
MeAsHo Cropocmen.

II-t% caywati: oduns unmewpans 06Uk, HEIAGUCAUYIT OMT GPEMEN.

3. 3nker aBa ypasuenia (8) n° 2 mmbiorh TOIBKO OJHED HHTE-
rpaxp o6miii, cxbroBaTeIbHO MEKIY YACTHBIME NPOH3BOAHBIMA ¥
6yleTh eme OAHO ypaBHEHie, OTIRIHOE OTHL ypasHedii (8), xoro-
poe IOAYYHTCA, €CEA MBI COCAUHEMD Bh CKOOKA NePBbIA YaCTH CHXD
nocabJEEXD; OAHHMD CIOBOMB, 3T0 6yieTh ypasmenie (9). Crcrena

av av

W—Fk—‘—ﬁ/—;——o,
v AV L av
av av av
%+k@+m W =0,

ritk m mubers Beamamny (10), xomKHa GbITH 3aMKHYTOH. 3aMETAMD
saken, aTo 0o n° 5-oMb 1-0f raasel, nocxbasee ypasnenie cmcreMbl
(20)6y1eTs yA0BAETBOPEHO BCAKOIO BEIRIHHOIO I, yAOBIETBOPAIOIIEIO
nepseIMb JBYMB ypapHeHiaMb. Cb Jpyroi CTropoHb1, 09YEBAIHO,
BCErJa MOKHO B3ATH KO®LHIieHTHl &k H [, 3aBAcAmie OTh CAIDB
TaKs, 9T0 V OyIyud KaKO0 YLOAHO SYHKDieio Z,y, %,y OyleTs
YAOBIETBOPATH NEPBOMY ¥ BTOPOMY, & Cxbl0BaTeibHO, H TPETHEMY
ypaegesito cacrembl (20). Jaa aTo#l mhan CTORTH TOIBKO B3ATH

av LML

.4 _ dx Y dy

1) b=—ap I=——a
dy’ dy’

Ioaromy Mb1 Gyzemdb mmbrs cxbayioniyio Teopemy:

Beaxaa sadaua 0 dsudiceniu €60600HOW MOUKYU 65 NAOCKOCMU
UMIEMS N0 KPAUHEE MIPIs 00UHE UHMELPANS, HEIACUCUMOIL OMS
epeMenu, OOWEE € HIKOMOPHMU OPYIUMU NOCOGHUMY 3A0CHAMY .
Hzs unmeipanoss, nesqasucRuuss oms epeMenu, Ons 0yoems eoun-
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cmeennvil 00T, €CAU CuA% 9MOT 3a0AYU HE YO0BAEMBOPAIOME
yca06i10 meopemv n° 2.

4. Koswonnients: & n ! ypasmesiii cmcrems: (20) 3aBmears
OJEED OTDH Apyroro. Jlaa Toro, 6ro0bi HadTH ypaBHEHiA HXDB CBA-
3pIBAIOMIiA, HYZHO BBIPa3®Th, 9T0 cHcTeMa (20) ecTh 3aMKHYTAad.
Me1 moram 6r1 3T0 crbIaTh TOUHO TAKEE, KAKED Bh 7° 2 JAA CHCTEMEI
(8). Ho BrIkiagk® GYAYTBH KOpodYe, ecanm MbI cacremy (20) o6paTaMB
BB HODMaJIbHYI0, L0 IpasuiaMb n° 8-0oMb 1-0ff r1aBsl, H BEIDASEMD
3TO 06CTOATEABCTBO. Y paBHeHia (20), 09eBEIHO, MOFYTH OBHITH 3a-
wknens! cxbayrompmn:

av av
d—$’+k W—O’
AV  my—kldv
2 STt =
( 2) dx_'_y'_kx, dyl 0,
av _ l—ma'dV _
dy  y—kdy

Cucrema (22) ects npeo6pasosannag (20). Ona joxmna GhITH HOD-
MadbHOIO; crBjoBaTEIbHO JOXRHO OBITH

d <my’—7cl)+ d (my’—kl)_dk my— KL dk

' \y—Fx’ ay \ oy — k' @z y—kw dy
_i(l—mx’)_'_ki l-——mx’)_@_'_l—mw’ik
(23) dz' \ y'— kx' dy'<y’—ka;’ Ay y—id dy’
i(l—mx’)_'_my'—kl_d_(l—mx’)_
dz \ y'— k' y—kx' dy \y—ka')

d (my'—kl l—mz' d my’—kl)_

@<y’—kx’>+§':kx' dyl<y1_kzl

Ypasrenia (23) m 6yayTs TE, KOTODHIA MbI Helaln BHIBECTH.
Ouz 6yAyTs BTOpPOro HopAAka orTHOcHTeXpHO k m I. Camble o6mie
KOHEYHble WX'> HHTErpalibl BRIpamaioTcA ypasmemiamu (21), rak V
ecTh IPON3BOXEHAA GYHKIf OTH Z, Y, & B ¥, He OIHOPOAHAA HyXeBof
CTENeHH OTHOCHTEAsHO & W ¢, HOTOMY 9TO Bb 9TOMB HOCXEAHEMD
cxysat ypaBmenia (23) abiaatorca neonpexbieHEBIME.
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5. Vpasmenis (21) H0Ka3b1BAOTE, YT0 k MORETH GHITH IPOH3-
yl

—‘x—,?
IpEYeMb Mbl HONajeMD Ha npeapiaymeil caygail. Mol momewms, cab-
AOBATEAbHO, 3aJaTh HANEpeXb BeXAYRHY Kk, Kakb SYHKOiO OTH
z,y, «,y, n HcKaTh, Kakia 3aja9m cb cmaamn X,, ¥, GyayTs nmbTh
HHTErparb, He3aBHCHMbIH OTH BpeMenm o6mill ¢b 3azavero, ompexk-
aaemoto cuiamn X, ¥, upu aroii seamunuk k. Cnasl X, 1 ¥, 6yayrs

CBA3AHBI MEXRAY COGOI0 ypaBHEHieMb

BOIBHOIO ®YHKIICI0 0T &, ¥, & H ¢, HO HE JONEKHO GBITH PABHO

(24) Y—kX = ¥, —kX,.

Ct apyroii cropoms! 06mas Beamdmsa ! Boipamenit ¥ —kX,
Y, — kX, noxmna yAOBIETBODATh ypaBHeHiAMb (23). Hamegmu 7,
MbI IOAYYAMS TPYINY 33Ja9'h, KOTOPEIA BCH AMEIOTH OABHD H TOTH XKe
HATErparb 06mill, He3aBECAMiN OTH BpeMEHH, COACPARAINii 0aHY
IPOH3BOABHYI0 ®YHKIIIO.

Onperkienie ero npEBOAUTCA Kb HHTEIPHPOBAHII0 CHCTEMBI
(20), nam (22). Ilepsoe ypaBHEHie aTHXD CHCTEMD

av av
(25) gy =0
MOKETD ObITh JErKO HHTErPHPOBAHO, €CAH k YAOBICTBOPAETH ypaB-

HeHilo
(26) 4’(“% Y, y’— kx’; k) =0,

rxk ¢ ecrs 3naKD npomsBoAsHOf ®ymKiH. IT0 6yieTh, HanpEMEpE,
TOTH caAydail, Korza cucrema (20) ects HopmaisHad. IloaommMB,
YTo H3b ypagHeHia (26) MOEHO IOAYYHTh k B ®YHKIIE OTH , Y,
y'— k& m uyers 6yReTs k= g (,y,y—ka). Torsa, B3ABS Bean-
YHHBI

(27) xa%x‘s‘*’:y"—ml

3a nepembanblA HE3aBHCAMBLA H 0G03HAYEBD Yepe3b A oyEKNio ¥,
BBIPAZREHHYI0 BD 9THXD nepeMBRHBIXD, MBI GyAeMD AMETH



[ dp do
& d &k
- == )y  5- ’
dz 1+x’g—° @y %
(0} C do
dop dp
dk__ (Pdu) dk . do
dd’ — . do d—y’_ ; dp
(28) 1+2 ™ 1+x%—

r 4o ’dq,
av _dr- @ dA  dV_dA T ay dA
de =~ dzx

ey~ T TR ¥ )
w
dV__dA 9 dA dV_ 1 aA
W= a0 de Ay % de
1+x35 Y 1+x%

W31 ypaereniit (28) 1 (25) cabayers
av_ RV _dA
dx dy — da’
Taxams 06pa3oM® HETErpaxd V'=A J0xmeHD 3aBECETH TOILKO
OTH BeIHYHED &, Y A w =Y — k.
3ambramt 3xkce, uro mpeoGpa3osamie, cxbiammoe Hamm He
BcerAa Bo3MOmHO. Ilepembuania (27) Torsa TOXLKO BO3MORHO B3ATh
33 HE3aBHCAMbIA, KOTAa BeXNYNHEA w HIH y — k&' He 6yieTh oyHK-
niel0 0T OCTRJIBHEIX'D B3 KOAMIECTBD (27). ITO Re 06CTOATEILCTBO
venpembuno 6yzers mmbre mbero, ecam eymrmia ¢ (2,y,w,k) ne
6yaers 3aBucETs oT® k. Bb aToM® ciyvat o Gysers eymkruieio oTh
z, ¥. Ilycts 0 = f(x, y); Toraa
' p=Y—T@®&Y

xl

0.

H Mbl H35 YPaBHEHia (25) mOAyIHMB

I, av
¢ g+ ly—f@9lg;=0;
OTKYAQ

(29) v=o(=Le,, ),

rab @ ecTh 3HAKD NPOH3BOJBHON ©YHKIIH.
Hraxs, ecam k yropiersopaeTh ypasHerilo (26), HiE, IT0 OAHO
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7 TO XKe, ypannenilo
dk dk

TO EATErpaXh NPHEEMAETH ABE ®OpPMBI: OfHA H3B HHXH ecTh (29),
a apyrad cxbiyiomas:
4 U

(31) V=Aly—kzr,z,y).
Sambrawn, aro BL vacTHoMD ciyual &k momerd He 3aBucETh OTH
# my. 910 cayuaTcs, HanpAMEPD, ecam CHIBI He 3ABHCATE OTH CKO-
pocreii ',y

6. Ioxomums, uro ¥V mmbers wopuy (31); Toraa Bropoe ypas-
Henie cmcTembl (20) Ha ocHOBaHiE ypaBReHii (28) NpHHEMAETD BAXD

A, dA  [dA  dA  dpdA _ dp dA
(32) wd—y+l%+x FPIME i O do s dy

dp (dA dA dA (do q))]
2 28 — ——3 | I8
dm(d:c_'_?dy) dm(dx"'?dy 0

Orciola BAAHO HENOCPEACTBEHHO, 9T0 BeJmumna  GyAeTh BEAA

(33) | = P+ Q'+ Rz",
rak P, Q 1 R CyTh ®YHKOIH TOALKO OTD %, Y, ®, YAOBIETBOPAIOMinA
YPaBHEHIAMbD:
dA dA ( dcp)ilé de dA
°d_p @t \P V0% dy Cdude )
T TaA T T T dA !
do do
do (dA dA) __dA (dcp d_cp)
m.;(z;""?@ w\e %) p
— X =R,
do
HIA, 9T0 ORHO W TO Xe, crbayOmMAMD:
dA aA
d +P% = 0,

00 | (o r(o—g) 2=

d_gdA_i_q)ang _'_(R_@ d<p)dA

dw dz i) aa ="
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Onno ¥3b 3THXH ypaBHEHill A0XmHO 6bITh cxbAcTBieMB oCTAlb-

HBIXH ABYXH, B60, Bb NDOTHBHOMD caydak, 6yaers A =0,

dA dA dz
@=O, %=O, ® A Gyzers mocroAasHol. BselpasmMb, 9TO

TpeThe ypaBHeHie ecTh cxbAcTBie MEPBLIXD ABYXD; TOrAQ, 03HATABD
qepesd A I [ neonpejﬂ;.uenﬂme MHORATENH, MBI GyieMb BMETH

d d
(P = ?d —wl+<q>+w ?)y.,
_@_ do AP
e Ot
OTKYA2, HCKAOUHBD A H [+, BHIBOAEMD
% LAY o %2\ %
(35) R_ ?d P(dm) +<Q dy)dm
TakEMb 06pa3oMDb KoadpuienTs B Bbipamenia (33) sexmunnst [

BEIpaIEaeTcA Bb AByXH ApYTEx® P 1 Q.
Bemmunnel P n @ JOXRHEI GBITh TAKOBBI, YTOGHI JBA YPABHEHIA

dA dA

dA do\ dA d<p) dA
az (?"““’“)dy"“(q O de
HJH, 9TO OJHO X TO e, ABA c.rf;ﬂ,ylomnx%:
P
dy o do

@ e i —L(e+uil)| T =0

ObLIH conm”f;c'mm, T0 ecTb, EMbam o6mee phmenie A.
Jlag aToro yie HeOGXOAEMO B AOCTATOYHO, 9TOGH P 1 @) yAoBIC-
TBOPAXH yPaBHEHilO

et
ol TdoE(eee) b

=a%(-€)+[@—€(?+wd—*ﬂ) w2 a(2),

=0,
(36)
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KoTOpOoe GyaeTs Hepsaro mopAjka oTHocETeasHo P m @. Oxmy b
9THX'D BeXWYHHS MOXKHO J2Th HDOH3BOILHO; TOrAa Apyrad onpe-
phamres ®3b ypasmenia (37) marerpmposaniems. Ilo onpexbierin
P @, nurerpars A maiiierca mATErpEpoBaHieMD cucTeMbl (36).
7. Pascumorpams Teneps @opmy (29). Bb aroms caydat MomHO
IpHRATH 34 nepewBHEbIA He3aBACHMBIA CAEAYIOMiA BEXHIHHBI:

¥ —f@, y);

z,y, o 01 k= 7

TorAa Mbl Gyaems EMETH

av__de 1 df d®
dz __ar % dz dk’
dav. dd 1 df d®

— T e —— — )

dy  dy 2 dy dk

MoAcTaBaa 3TH BeAMYEHBI Bb ypaBHERie

LA L LA L1y
dz Y dy dy — ?

MBI HOXyIEND cxbayromee:

do df e df af\ a®
V= dy ak [f +1gy dy) dk

e [ AD
Yy ¥ Bhadinll 2.
@ (dz"‘"dy)

Orciofa OpAMO BEAHO, YT0 BeAndmHa [ GYAeTd BHAA

(38)

d, ' ’
39) - - = a—§+Qx -+ Ra?,

rak Q m R yAoBIETBOPAITD YPABHEHIAMD

ro - (e—f—ra) ="

o—F 17\ 10
do —adz~ lady __
(s )

(40)

13
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TR ypaBmeHiA JoXEHH! GhITh coBMbcrmbI; cabjoBareaso R
B ¢ IONEHBI YAOBAETBOPATH YCIOBil0

| (5o ey (o2)
dz f f dk f:

i d o d _af
__d__( B Q-a—f@,) -a;,"f@ d( Q-a-fd—y)
I‘dy Bb—— J+——— g \B*—F— /-

Hsp ypasneria (41) onpexkanrea oago W3b Koxmuectes @ B B no

ApyTOMY.
Hurerpass P naiizerca marerpuposaniemdb cucreMel (40).
PeayapTaTsl n°5, n°6 u #° 7 gasors cxbayromyio Teopemy :

(41)

Y_ Yl .
Ecau seaweuna k= X—x YO0064EMBOPAEMS YPAGHERIH
B ¢

dk kdlc
T

=0

AU, UMO O0HO U MO JHCe, YPAGHEHID
V(z, ¥, y’—ka”: k) =-Os

63 KOMOPOMS ) eCMb NPOUIGOIHAR PYHKULA, MO UHMEPALS 00Uyt
dsyms 3adauams, oonow cs cusamu X, Y u opyrot cs cusamu X,
Y,, moocems npunamo den Gopmvi

Al —ks',2,y) B d)(-y’—_of:,(ﬂ, z, y),

cMomps nomomy, Oydems au sesununa k gynnviero oms z,y,y' —ka,-

wau y — ka' Pynxuiero oms x, y.
Bz nepeoms cayuam eesrununa | = Y —kX =Y, — kX, 0y-

Oems 6uda |= P+ Qz -+ Ra®,

wn P, Q, R cymsv dynnwiv oms z, y, y — kx’ u B evpascaemes
65 P u Q@ mocpedcmeoms ypaswenis (35). Beawwunve P u Q coa-
3anse 00HaG cs OpYyr1010 Ypasreniems (37), cOOEPHCAUUMS UTs YACMKHA
npoussoonvis nepearo nopadxa. Bo emopoms cayuam eceauvuma I
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NPUHUMBEMS 6UO0T

l=fg—;+Qx'+Rx",

wn Q u B cyms dynnyiu oms , y,

onewiems (41), xomopoe codepaicums uws HPOUBOONKA NEPEAIO NO-
pacxa.

) COAIAMMBA YPa~

y—f@9y)
X

8. BossMens Temepr YaCTHENE Cxyduad, KOTOpBIA pascMaTpd-
Balb DBeprpambp, a HMEHHO TOTH, KOUja CHABLI BB H3CXBAyEeMBIX'D
38J29aX's He 3aBHCATH OTDH ckopocTelf. Mbl HpeimOIOREMD, 1O~
3TOMy, 9TO BB 33Ja4aXh, O0GMiil WHTErparh KOTODBIXB, HE3aBH~
camil oTs BpeMenn, MeI mmenMsb, caibl X, ¥, X, ¥,, n, cxbaosa-
TeAbHO, BEAWIHHE! kK ¥ [ CyTh ®YHKIIH TOABKO OTD Z, Y.

B atons ciyual k yrorzersopaers ypaBHeHiio

Y(z, 9, ¥ —ka', k) =0,

B KOTODOMB ®YHKNiA { me poxmHa 3asEcETh ordb y' — ka'. Ilo-
aToMy HacTOAmill cIyualdl 3aKIHYAETCA KaKb YACTHBbIE BB H3cxbio-
BaHHOMS HaMH cixydab. Tenepn mckoMEbId mHTerparxs 6yAeTs WMEBTH

BAAD
V=AW — kx’) z, ).

Jpyro#t Baih, yKa3aHHEI BB Teopemk 707, HeBO3MOEEHD Bb
HacTOAMeMD cayuak, TAKs Kakh y HAaCh Teneps &k He 3aBECHTD
otz B Y.

C» apyroit cropousr [, GyAyuiR ©YHKLIiEl0 TOIBKO OTH &, ¥,
npamers BEAB [ — P. Beamwmam @ m R GyayTh paBHBI Hyaio.
CrEaass BB ypaBrerin (35)

d
Q=.01 R=01 a% =01
Mb1 Gyaems umETh
dop_, .49 __
(42) =ty = 0.

18*
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Crtiapp TF me mozomenia BB ypapHenin (37), MbI HOXyTEMD

—g(Frog) v a(Ted)

= (5)—(Tef)a()

nam, 3ambaas, 9ro HE @, HE P He 3aBHCATD OTH ®, Mbl MNOXYIHMb

apP arP __ do 1 20,

-d—a;+?@—'—3pag;—w @2‘,
OTKY/J2 BBIBOAHMD

Py _ dP iP dp

N3 ypasuenia (42), coejHHEHHAT0 Ch YpaBHeHieMD ‘Z; A= o,
MBI Gyaems aMETh

(44) h=o=Y+C

T z+C

rab Cu C' cyTh MOCTOARHBIA NPOM3BOABHBIA,
ITozcraBaes BO BTOpPOE M3D ypaBHERiil (43) HaligeHHYI0 BedH-
umny k, Mbl noaywms P, nam [; a mMenno, 6yAeTd

1 y—+C
(45) P=i= (x+0)3n(w+0)’

rab IT ecThb 3HAKD IIPOH3BOABHON PYHKIIH.
Ypasrenia (44) n (45) MoryTs 6b1TH sambaenbI caBAYIOTHEME ;

@+0)Y—(y+0)X=(@+0)Y,—(@y+0C)X

. = (w-.l-o) (i:%)

Teneps cxbayers ompeakanth A m3® cucreMsbl (36), kKoTopas
Bb HacToAmMeMb cxyyab 6yAers

( dA P dA

(47) @4_ 0 do =0,
dA Py d(p)dA 0.
dz '(T"‘“’ dy ) dw
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Hnrrerpmpyems nepBoe H3b 3TAXD YPaBHEHiH, KOTOpoe mpH
BexraEEb (45) eyrknin P obpamaerea B5 crbayomee:

LY 1 (y+0’>__0
dy  e(@-+CpP 24-C/do =

O6osnaunms yepess 11, (%) eynknito [Ilzdz; Toraa oames ero
AHTErpaxs OYAeTH

__w? 1 y+C
p= 2 (@+Cp I, (x+0)’
a o6mjiii mETErpaID GYAETH

(48) A=M(@B, ).

Bo3emems Teneps BO BTOpOM ypaBHeHim cucTeMbI (47) BeJHUHHBI
z B ( 3a nepembnnbla HesaBHCHMbIA; TOrAa MbI GyieMb AMETh

dA _dM dM 2 <y+0) y+ 0 (y+ G’):]

dz dz T ap | @r0pF Nz+xC) T @ 0F \z+0
dA__ dM '
F Al B,
P<p o y+C y+0’)+ ©_
dy o @+ 0) (x+C z-+C

IlogcTaBaAA 3TH BeXWYEHBI Bh Pa3cMATPABAEMOE YpaBHeHie, MBI
o6paTEMB €ro Bb cxbjiyromee:

aM 28 dM

& TaCdE O

KOTOparo o0miif naTerpass GyaeTn
M = npon3BoasHoil ®yaknin orb B ( + C).

YpaBaasp ero mocToAHHOH mpoms3soabHOd m cabiaB® jaa co-

Kpaienisa , ,
_._2[]1<y_"i) =11r<y+0 ),

z+C z—+C

MBI Hoxyusmb cabiyromid maTerpars o6mjiii 3azavh, onpexbagemoit
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cutane X, ¥ ¢b ApyraMa 3ajadaMn:

2@+ 0P = [f @+ ) — 7 g+ O+ ¥ (22T ) = nocrom.

c

Taxewp 06pa3oMP HAXOAEMB TeopeMy, BhiBefeHHyio Beprpa-
HOMB BB YHOMAHYTOMB MeMyapk, a mmenno cxbxyromyio:

Humepaas, nesasucauwyiti oms epeMeny, 00Uyt MHOWUMS 3a0a-
uaMs 0 Oeusiceniu c60000HOR MONKY 65 NIOCKOCMU, NPY ONUCMEIU
CUAS HEIAGUCAUWUTE OME CKOPOCMEl, UMBEMS MAxoh 6uds

[y @+ 0)— 4 (y+ O+ ¥ (L7

) = NOCTOAHHOMY,

10n ¥ ecmb 3naxs npouseosvnow Pynruin.
Cusnw X u Y, nesasucawyia oms ckopocmed, 6Caxow 3aoaxu,
UMMIOUEY SMOMS UNMELPAAS, YO0BACMBOPAIOME YCA06TH0

/ 1 (YO
@+ O Y—@+C)X=—5r ¥ (£2%)
10n W'z ecms npouseodnas oms V.

Ha o6opoms, ecau smo ycaoeie yoossemeopeno, 3adaa, onpe-
omageman cuaamu X u Y, uMmems ynomanymois unmerpass.

Booﬁpasnm ce6t mocToAnnyio TOUKy, onperkiseMyio KOOpAE-
maTaMa— C B — C’; TOrZa NpeasiAyIee YCAOBie BBIPAKAETD, UTO
. MOMENMS CUAb, ONUCMEYIOWEN 63 340GUI, G3AMYITE OMHOCUMEALHO
oMot MOYKU, €CMb 0OHOPOORAR PYHKULIA MUHYCS 6MOPOT CIENENY
oms paswocmels K00POUHAME BUNCYULETICA MOUKY U YNOMARYMONL
NOCMOAHHOU MOUKY.

9. U3t mamero amaiEsa XerKO HallTH 32/a9d Ch CHIAMH, 3a-
BACAIIUMH OTBH CcKoOpoctell, mmbiomia DBeprpanosb mBTErpaxs.
Onpepbaas atm 3aja9d, Mbl Gylemb aMETh Tpynmy. BOIPOCOBH O
JBHREHIA CBOGOZHOH TOYKA Bh NAOCKOCTH, Bh KOTOPYIO BOHAYTH H
BOOPOCHl ChH CHIAME, HE3aBHCAINEME OTH CKopocTeil. Bchk sajaum
aToif rpynnsl GyAyTh mMETh OZHHD TOABKO HHTErpaxs o6mid, He-
3aBECEMBIE OTH BpeMend. BcAkaa 3ajava, He NPHHAJJIERAMAA Kb
rpyunb, He Gyzers mmETh HE OfHOrO HHTErpaja o6maro, He3aBH-
€AmAro OTh BpeMeHH, Ch 3aRaYaMi TPYNIEL.
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Mn! sagban BB #° 3, 4TO, €CIH HHTETPaXDh, 06l HECKOABKAM D
38]29aM'h, 14K, TO BeARIEHE! & B [ ompepbasiorca ypasreriama (21).
B mactosmenms cayuak Gyaers
V=0 @+0)—2 -+ CP+v(L17)

z+C

W31 nero BEIBOAEMD

PV e —2(y+0) [y @+ C)—= y+O]
=26+ 0 E+0)— y+C)]

aV AV __ Y (z+0C)—7 (y+C) y+C
xdx ydy (z+C)? IIr<x+(1)

ITogcTaBAaA aTH BeAHYRHB! BB ypasmenia (21), Haxoauus

¥ rC 1 ,(yqéo'),
z+C T 2@x+Cp z+C

I03TOMY BEIWIHHEI k B [ GYAyTH OpemHia.
TaxkuMb 06pasoMb Mbl BEIBOAEMB cXEAyiomyro TeopeMy:
Veaosie neobxo0uMoe u 0ocmamounoe, NPpu KOMOPOMS 36.0a4G 0
deudiceniits C60600HOT MOUKYU 65 NAOCKOCIYU UMMBEMS UNMELDAAS

y—+ 0O
+C

[y @+ C)—2 (y+ O +¥ < ) = D0CTOAHHOMY,

3AKMONAEMCA §F YPABHEHIU

,
@+ C) Y—(y+(J')X=—2(w_1|_c)2 \F(-’;‘_'I'_%)
xomopomy doagicnss yoosaemeopams cusn X w ¥, omu cuave Mo-

WM 306UCTHMY, UMK HE 306UCTEMS OM3 CKOpOCmEd & u Y .
Beaxaa 3adava, He YO0GACMEOPAOULAR NOCMACIEHHOMY YCAVGI0,
He MOJCEMS UMBML UNMEIPAL06s 0OUNUTE, HEIABUCRWULE OME Gpe-
MERU, C5 30004GMYU EMY YOOGLEMEOPANUWUMY, G CAWOOGAMEALHO MO
npeduidyusesc. MEOPeMn U C5 MIMY, 65 KOMOPHILE ontiemeyrowia
ClUabl HE 3ABUCAMT OMB CKOPOCMER. ' '
Marerpars, mocraBXenneli Bb Hayaxb TeopeMsl, ecTh €fHE-
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CTBeHHBbIH 06mif BCEMD 3aja9aM®b pascMaTpEBAEMOil Ipynnsl 3B
HHTEIPAJORD He3aBHCAMEX'D OTD BpPeMEHH.

Sawbrums 3pkck, 90, ecxm naTErpars ¥V BB ypasHeniaxs (2 1)
Aawb, TO BexuuEEbl k m [ ompexbaenwr, a cxbposaresmo onpenk-
JeHBl H YCIOBifl, KOTOPBIMD AOXAHbBI YOBXETBOPATE CAIBI BB 332~
9ax’h, AMEIOMAXD 3TOTH BHTErPAXb.

Ilepeiizems kb cabayomeny caygaro.

ITI-% cayuaii: 06a unmerpara o6UULS: 00UNS C5 GPEMEHEMS, Opy10t
Oe3s epemenu.

10. Bosbmews ypasrmenmia (3) B (4) ABYX® KaKmXD YroAHO
safavb. Ecxm omb mwhiors o6miif mATerpaxs ¢ BpemenemM®b, TO
3TH YpaBHeHis IoXEAbl EMETE 06mee p'f;meme, 3aBucAmee oTh L.
V3p HEX'D BHIBOAEMD JBA Jpyrif:

av av

49) Wﬂ_kﬁ:o’
( av g8V AV v o
at PR TR i

Ypaenenia (49) He MOTyTH COCTABAATH HOPMAILHOH CHCTEMEI,
HGO CKOGKH, COCTABJEHHEIA W3B NEPBBIXH HX'H dacTell Ja0Th ypa-
BHEHie

av av av
(50) %+k@+mdy’_0
& 3T0 ypaBHeHie He €CTh TORACCTBO. SAMKHYTO CHCTEMa (49)
TaKkm®e GbITh He MOmerb. Iloatomy, Beh Tpm ypasuenis (49) m (50)
pasiayHsbl, H A0XKHEI EMETE MECTO BB 0AHO H TO e BpeMs, 3ank-
THBB, CIEJ0BATEILHO, TTO BCEXD MATErpAaloBh BB KAEAOH 3a1avh
9eThipe, A3D KOTOPHIXD OJUHD Ch BpeMeHeMd, uTo A8 pascmarpu-
BaeMbld 3ajauf EMEIOTH Kamiad 9TOTH HHTErParb Cb BpPEMEHeMb,
H, 9r0 TPE ypaBHenia (49) um (50) e moryTs mMETh Goxke BYXH
HHTErpaioBs OGIIAX'H, MBI BEIBOAEMD TEODEMY:

Ben sadaxu o dsudceni ce0600r0% monku 63 RAOCKOCTIY, UMM0~-
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WA HRKOMOPLIE 00U UNMELDAAS CB GPEMENEMS, Ut 606Ce He OY-
Oyms ummms OpyLuxs o0UULS UNMELPAIOBS, UAY Hce OYOYME UMIBMD
ewe 00uNs UNMELDass 00Uy, He3aEUCRUIT: OMB GPEMENU.

1), M:ur pascmorpmms Temepsh, koria IBbE 3aZavE MOryTH
EnETe OGmEME OAEHD HHTErpPaXb Cb BpeMeHeMDb H JpYrod Gesb
Bpemenz. Bb arows cayuat Tpm ypasmenmia (49) # (50) xoxmmsi
COCTABIATH CHCTeMY 3aMKHYTylo. 1l03TOMy CKOGKE, COCTABIEHHbIA
H3D HepBaro ypaBHeHid Cb TPEThEMD H H3B BTOPOrO Ch TPETHHAMB,
JOXIRHEI YHUYTORATECA HAa OCHOBaHim ypammenii (49) m (50).
Cro6Kku me 1ByXh ypasueHili (49) cocraBigioTh ypasmerie (50),
H H03TOMY He AAXYTH HAKAKAX'D YCIOBiil OTHOCHTEILHO SAMKHYTOCTH
cacremn! (49) z (50).

Ms1 BBezent 315Ch 3HaKONMOAOKEHIA

v av
A(V)="1 gy
av ,dV av av
6) . \BO=G+d g~y G5
dV dV av
‘ C(V)= s dy o
Bexmunra m MomeTh GbiTh OpejcTaBIeHA BB BHAE:
(52) m=A(})— B(k),
(cMoTpm ypasuesie (10) n°2), a cumsoxs C(V) TaKs:
(53) C(V)=A[B(V)] — B[4(V)].

CroGrE, coctaBiennnia u3b A (V) 2 C(V), noroms #3b B((V)
# C(V), 6yayun ypaBHEHBI HYXi0, AALYTH yDaBHEHiA

- [ A(k)%+[A(m)—G(k)]%§=o,
| B&—m %+ B —cmn =0,

KOTODhIA He MoryTh mwbTh MECTa HBave, Kakb TORAECTBEHHO.
TakzmMb 06pasoMd CECTEMA

(54) A(V)=0, B(V)=0, C(V)=0,
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#0XKHA OBITH HOPMAJBLHOIO, H 3T0 GYAEeTH HPH COGIIOACHIH ycIoBil:
(55) 4(#)=0, 4(m)—C(k)=0, B(k)—m=0, B(m)—C()=0.

Ouesmpno, BTOpOE W3 ITHX'H ypaBReniit ecrs crbacTie nepearo m
TPETHArO.

Bv camoms pkak, #3b ypasnenia m = B (k) ambens
A (m)=A[B&)];

OpATOMB, Takb Kakb A(k), a c.rlsnona're.lbﬁo, # B[A(k)] pasabt
HYJI0, TO Mbl MOKEeMDb HANHCATDH

4(m)=A[B(K)]— B [A ®];
3To e ypaBHeHie, Ha ocHOBaHIH (53), o6pamaerca BB TaKoE
A (m) = C(k).
Taxams o6pasomdb BTOpoe m3b ypaBremid (55) ecth cabactBie

mepsaro ¥ Tperbaro. IloaToMy Be06X02EMEIA B ZOCTATOYHBIA YCAOBiA,
IDHE KOTOpsiXh cacreMa (54) mvers pbmenie, 6yayTs crbayromia:

(56) A(k)=0, m=B(), C()= B(m)=B[B#)].
Bossmems neproe n3pb BEXb. OHO, 6yAyYH HATACAHO Bb OGBIKHO-
BenHoMB BHLE, Gyzers cxbayromee:

(57) & kg",=o

O6miif maTerpais ypasaenia (57) Belpasurca ypaBHeHieMD

(58) ‘P(xr Y, y’_kx’, k)=0,

E3b KOTOPAaro 3aKI0YaeMd, 9T0 HHTETParh, HE3ABHCAMiN OTH Bpe-
MenH, cucrembl (54) Gyxers ABYXH BHIOBB, I\OTopble HaifgeHs1
BB 7°5; a AMeHHO:

(59) _ V=A (?/ - kx’ z, y):
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Ecan aToTh EHTErpaXs GyAeTh Buia (60), To Beanumna % Beipa-
3HTCA TAKD
(6 1) k= Y _L(xa ?I).
PascmaTpaBas 00a CIyyad pasoMb, MBI MOEeMD H300DasHTb HHTE-
rpaxs Bb BEAE V = F (%, «, y), pasymba noxs § B NepBOMD CXy-
vat sexwamny y’ — k2, a Bo BropoM® BeamuEmy k, RaHHYIO ypas-
Heniems (61).

Hyc'rb Gy Ay TD

F(E, z, y)—az, F(E &, y)—t_"B

ABa HATErpaia OAMHD Ge3b EPeMEHH, XAPYrok b BpeMEHeM®, obmie
ABYMDB pascMaTpEBaeMbIMB 3aiauamb. Iloan « ® B pasymkiores
HOCTOAHHBIA MPOH3BOABHBIA. ‘

Toxo®aMD, 9TO A3 NEPBATO BLIXOJUTS q = l(a, Z, ¥); TOrAa

6y,zxe'n, TOEACCTBEHHO
=2 [F 1 &y y] .

ToacTaBada 5Ty BEANUHHY & Bb HHTErPArb Ch BpeMeHEeMDb, MbI
IpPeICTABEME ero Bb BHAL

t+B—P'(F z, Y)-

,l]',nq»éepennnpyem 3T0 ypaBHeHie 0 BpPeMeRH; TOTZa, 3ambuas,

9T0
"dF _dF , dF,, dF & '

Mb1 Gyzaems EMETH

(62) 1= 'd—'x dy y

910 ypaBHemie AOXKHO OhITh TORAECTBOMD, ecan’ Bb HeMB
noxs F pasymkens oyeruito F(E, 2, y), Takb KaKb 0HO ecTh pe-
RyABTATH AH®®EpeHnApoBaHia maTerpaia 3ajadd. Ecim Bukcro F
HOACTABEMD BB ypaBEemie (62) Beawmumny a, To oHo cpbaaerca
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PABHO3HAYYIEMS C€b ypasremiems F (%, #, y) =a, T0 ects, cxb-
_JaeTca ero npeo6pasoBaniems.
Taxems 06pasoMs HATErpash

(63) FE,0,9)=a

MBI MOKeMD 3aMEBHHTH ypaBmeHieMb (62), eMy DaBHOSHAYYINEMS,
Bb KOTOpoMb GykBy F mymHOo 3amEmHTH GykBoio a. Interpars
Ch BpeMeHeMb

(64) t+$=f"(¢1 z, Y)

€cTb He YTO HHOe, KAKD AHTerpEpOBaHHOE ypaBHeHie (62), 1am, 9T0
oaHO 1 TO e, (63). Ypannenie (64) He MOReTh MOXYIHTHCA HHTE-
rpuposaniemds ypasHenis (63) mHaYe, Kakb NOCPEACTBOMD KBaj-
paTypsl. '

Taxems 06pasoMs MbI MOIyIEMS CXBIyOmMYyio TeopeMy:

Bossxems 1pynny 3adans o dsunceniu c60600H0% MOUKY 65 N0~
CHOCIU, UMIOWULS 068G UNMELPAIA 00UULE: O0UNS CB CPEMEHEMS,
Opaots Gess epemenu. Humepans, nesgeucauyin oms epeMent, nped-
CMABAREMT YPAgHENie, .KOMOPOe MOHCEMS (bimb UNMEWPUPOLANO,
HE3AGUCUMO OMZ GLPAdNCEHit KOOPOUNAME 63 PYHKULAXS OME 6pe-
Mewu, Humeipupoeanie amo npusodumcs s xeadpamyprn. Hume-
PALE YNOMANYMAN0 YPACHEHIR ECNG HU ¥INO UNOE, KAKE UHMELDANS
C3 6peMeneMs, 00yt 300aNAMS PAICHMAMPUCACHOR IPYINYL.

12. Pascworpumts Temeps ®opumy (60) mmTerpaa Gesw spe-
MeHH, KoTopad mpome @opmei (59). Ilyers 6yaeTs 3TOTH HHTErpaIL

d)l:L_'-?cf,(iy—), x, y] =a.

W31 mero MomEHO BBIBeCTR Be.mquy f( 3)) BB ®YHKOiH OTB
Ty Yy o
IIycts ,
¥y —7f(z,9
J_%Q= 7‘(“: z, Y).
Orcroza amkems

y'—M'=f,

- (68) =12
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e dy—ldx;f
@

HN3b nocabpmaro ypasaeria cxbgyers

A 1
= ——dx+—dy.
a 7 +fdy

Beipamenie, crosmee BB IpaBoii 9aCTH aTOr0 YpaBHeHiA, HO
mpexsiaymeii Teopemt ects noanslil jresepenniars, CabiosaTeasno

6yzern
o3)__ad)
dz dy
Hid, AHAYeE, \
Ar)_1a
dy ? dx

Orcioga moxyuaems
(65) A= f[ df dy+l'1(a; a):l

rit I1 ects 3HaKD npOE3BOIbHOE eymknin. IlofcTaBias ary BeAm-
9HRY A BB YpaBHeHie

dt=—%dx+%dy,

MBI 0XyYEMs HHTErPalb Ch BpeMeHeMB BB BEAE
d af d
(66) t+p=f[7y_( d£f8y+n(¢, %) dx:l
Vpaseenie (65) jaerb #HTErpaxb Ge3b BpeMeHH Bb CXBAyio-

mems Baxk:

¥ —f&y) __ (d@y) dy
(67) i@y —J & TayP e

Ecar 131 ypaBuenia (67) naiigeMs « B ®YHKIIE 0TS T, ¥, y—x,—,

TO BeXWYEHA [ BHIDASHTCA TOCPEACTBOMS & TAKb:

da r dx
¥ o Ty

dy’
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Takampb 06pa30MB NOIYIEMD TEOpEMy: _

Ecau sadaua o Oeuskeni c60600%0% MONKYU 63 NAOCKOCHU
uMBems 060 UNMEPAIR, 00Ulie el CB OPYIUMU MAKUMY JHoE 3000~
uaMu, 00uns 5 GpeMeneMs, Opyiol Gess GPEMENU, MO UNMELPAAS
0e3s epeMent Modcems Bvimd MOMKO 06YTs 6U006s: .

q,(y'—-i!(w,y), z, y)=a’

Al —Fk2, 2, ) =0,
10n k ydoesemeopaems ypasnenino 6uda
k=o' — I, 2, 9),
% & NOCMOANHOE NPOUIBOALHOE, '
Bs nepeoMs cayuan unmeipass 6ess 6pEMENt eCmy eupaicenie
eeaununn o 6% PHynxyiv oms y#, z, Y, candyouwee uss

YPABHENIR

Y —f@y df (z,y) dy
@y —N® )+ [ L F@ P

wn IT ecms npoussossnan Fynxuia, 6 UNMEWPAIE CB -GPEMENEMS
CUPANCAEMCA MOKE:

p=—t+| [f(w >—([TE2 [f(iyy)]“ +1z,9))ds |

Ycaosie neobxodumoe u docmamounoe 0ar moio, wmobu: 3adaua
cs cusgmu X, Y umnia omu dea uumezpcma 3aKMONGEMCR 6%

YpasHeniv do ,da
dY—[—fl, 9] X= —x,T'

13. Pascmorpavs Tenepb BTOpylo ©OpMy HHTErpaia Gesnb
BpeMeHZ B LYCTh, HONpeRAEMY, GYAETh

(69) y’_k‘”’=w; k-=gp(y'—kx’, z, ¥);

TOTZA MOMKHO B3ATh %, ¥, £ ® 38 NepeMEHHBIA HE3ABACHMBIA
BBeCTH HXH BB ycaoBia (56). Orp nepsaro H3b HEXD MbI y&e
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0CBOGOJHNNCh, HAlAA BeaWYnHb! ®YHKNiE k. OcTaipHEIA HA OCHO-
BaHi# oGosHaveHid (51) MomHO HanECATh BB BEXE:

r dk , dk ak
(70) m—z - —y dy ld_y7=0’
dl dl dl ,dm r dm dm
(71) 'd_:E+k -+ m rria y—o—ly ld,_O

rab Bexmumna m BBIDAARACTCA TAKD:

dl x'%—- ;id_lg_lﬁ.
day dz ydy ay

(72) m= A(l)—-—B(k)_—-— k—
Ypasreriams (70) B (71), H3b KOTODEIXH IEpBOE IepBaro, a BTO-
poe BTOPOro mOPAAKA OTHOCHTeAbHO @YHKIiE & m /, Hy®HO yro-
BICTBOPETh AXA TOro, 9ro6bl pascMaTpHBaeMbld 3ajaun EMEBIH
oGMEME OAHHL HHTErDalbh Cb BpeMEHeMD H JApPYrof Gess Bpe-
MEHH. .
M=t 3xkes nonagaemt Ha OJHY E3D 3aaYh, HENOCPEACTBEHHOE
pEmenie KoTOpOi MOMETH MOKa3aThCA TPYAHLIMB. ¥ pasHeHia (70)
E (71) cyTh 9acTHEIA AH®PEPEHRialbHBIA Ch AByMA HeH3BhCTHHIME
oyaxniamg k # [ # 01HO H3D HEX'D BTOPOro NOPAXKA, He ImHEiHOe,

f noxkamy, Kakb 060HTE 9TH TPYAHOCTH, PA3CMATDEBAA HHTE-
rpaposanie ypasresiit (70) n (71) B cBA3H Ch HHTErPHPOBAHiEMD
cacremn! (54).

BoseMens @opuyan! (2) n°5 Bacroameii raassi. Ha oCHOBANiH
3THX'D ®OpPMyXD ypaBmenie (70) o6pamaercsa Bb c.rknyzomee.

do de do
(73) & _ 2[Gi+o 1+x’( &t o5)]

Ypasrenie (73) ectb 06BIKHOBeHHOE JHHE#HOE AH®GEPEHIIAIL-
HOe ypABHEHie NepBAr0 TOPAAKA OTHOCHTEIBHO | H MOEETD GHITH
Jerko maTerpEpoBanc. OsnauEMs vepe3s Il (w, Z, y) npon3BoILHYIO
®YHENil0 OTh ®, &, y; TOrAa oOmid HETErparh ypasremia (73)
BBIPA3ATCA TAKD: -
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do d? do do
d d dy d
(74) 1= [n— _” R “’:l

(@)
do de

do %y | L (RN
+2|:% n— &Y x+(%) 0z

do

Takoro peayabrata H cxbzoBaio OKHEAATH & priori, TAKD KAKb
Mb1 3HAeMB H3D TeopeMsl #° 7, UT0 / mpejcTaBigeTca Bb BHLE

l= P+ Qs + Ra",

rak P, @ u B o3mavaioTh HEKOTODHIA ®YHKDiE 0T W, &, ¥, CBA-
3aHHEIA MERAY co6oto ycXosiama (35) m (36) n°6.
14. B namews ciyuak Gyzers

do do do do d@ de

+eH O &y o _ d<p I dz ‘de
dp \2 » ¢=2 - d9

(75) (EIB) dw

. _(dp\®

] B=()n

TojcTaBansa 2TH BexmumHEl Bh ypasHenie (35) n°6, Mbl yBH-
AEMB, 9TO OHO obpallaercd Bb TOKAECTBO.

TloacraBasens sexdunnbl (75) BB ypasHenie (37) Toro me «’;
TOTJa IOXyYEMB YPaBHEHie NePBAro HOpAAKa, KOTOPOE HOCAYEHTH
134 onpexbaenia eynkniz IT mo janxoMy o.

Bubcro memsehernod IT mams yro6ate GyaeTh B3ATH 38 He-
m3pkerayio oyEknito P, #ab Koropoi I norysaercd HeNOCpEX-
creenno, 3p ypasnenii (75) Mbl JerKo 3aKI0IaeMb:

| pn-

(76) Q-_2<d?P+w%)

E 3Ty BeAMYEAY ) Mbl BBEJEMD B yuoMAHyToe ypasuenie (37).
M= Gyzensd mmETs

de
+ o
Q——? de_wﬂi:(Z_?__}_?)P_'_.wi._

o dy 0w
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O3na9ABD NEPBYIO 9aCTh 9T0ro ypaeHeHia 9epest S, IOAYIEME

ds_<d<p 1 >Q+(d_ﬂi 1de 1 ?) d<p o P
: ‘3

do \dw do® o do dyd
as do 1 \dP d?o 1do d’<p
dy (da) o ) +<dydm © dy>P+ dy?
KpomE Toro 6yzers . :
i(z)' ldP i(P ~ 1adP ’1P
dz\ o o dz’ - do\ o )— o do o "

TloxcTaBaas 3TH Be.mnnm B'b ypanueme (37) Mb1 oﬁpamm
ero Bb crbiyiomee: - :

aP dy do dP"
T F+g—e d—w)d T % de
% ' d’? d<p + P

-HoacraBaaa Bwbero @ ero Be.mmy (7 6) BD ypaBHeHid cu-
crembl (36), mbr moxywmms jxa onpexbiemis mmrerpaza V=—A
cxbaylomia 18a ypasnenia: : ;

dA P dA
_+w do =0, :
79) -
. _l_[ do. 1 \peof]da_
dy_| d

Teneps c.rl;nye'n oGpam'rbcﬂ Kb ypasneuuo (7 1) HO A 10-
KaKy, 9TO OHO yi®e yA0BIeTBOpeHo. Bb camons afak Beimumnanm

~ k=?(w? @, Y),

(78) 1=P+2(2P+o %)d

o2 do
"{ _ da; + ‘P dy T z*,
n3b KOTOPBIX'h Hocabanas cxbayers n3sb ypasnenii (7 4), (75), (76),

Mb! YXOBIETBODHAR NepBLIMB ABYMD ypasmeniams (56). Ilocewmy,
14
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TaKb KaKb ypaBHEHie
Am)—Ck)=0

ecth cxbierBie aTEXDB AByXD, cacTeMa (53') oﬁpamaé'rca BB 01HO
‘ av
(79) - [Bm—00) 3 =0

Cb Apyroit cTopombl, B3ABH ypaBHenia (35), (36) u (37) n°6,
MBI BBIPA3HIA, 9T0 cacreMa (54) wmbers pbmenie V=A (v, 2, ¥).
IloaToMy CcKOGKE, COCTABICEHBIA B3P IEPBEIXD Jacred ed ypa-

BHeHiif, AOMKHBI YHHYTOXRATHCA; TAKbh KaKb NPATOMD BEIRTAHA

av__dA .
3 = da ¢ HYIb, TO BD ypaenesin (79) A0aEH0 6bITh

B(m)— C()=0,

AlA yUOMAHYTHIXD BeAWdwns k & I; TO ecTh, ycAosie (71) yaosse-
TBOPEHO.

Tome camoe Mb1 yeHXEam 6b1, ecan Gbl HOJCTABHIM HPAMO Be-
amunny (78') oynknin ! 8b ypasuesie (71), 06ycioBaEh Beananny P
ypasuenieMs (77). Boipamenie, cToamee B XEBOH 9acTH PaBeHCTBA
(71), o6patriocs Gkl BH TORAECTBO, HA OCHOBAHIE ypaBherii (77)
u (78').

Ecar % He 3aBHCHTD OTH W, TO €CTh, % =0, To ypaBHeHin

(74) n (75) cataasorea neonpexbaennsivg. Thus ne menbe Mbl H3DB
ypasaenis (73) Haxogayb
— do .+, (9%
l—P+2wd_yx+<dx+?dy>

rrk P ecTh ®yHENIA ©, T, ¥, BBeACHHAA HHTErDEDOBAHieMb. ITa
Bexm9Eua | ecTh UacTHHI caysai (78'), W Bb Hell Koseculients P
IOXEeHD YAOBIETBOPATh ypasmenito (77), rak mymmo cxbiaTh
do

= 0, paBHO Kakb E BB ypasueuiaxs (78).

Taksus 06pa3oMb, NPHHABL BO BHAMamie Teopemy 2°12, Mbl
noxyauMsb cxbAyromyo:
Ecau wpynna 3adans umnems 066 unmeipaia: 00Uz Cs epeMe-
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HeMs, Opyrot 6e3s epeMeny U 6mopoo euda
Ay —Fka, @, y)=un,

mo custe X, Y xaocooi sadanu 3moi pynne: 00AdNcHb YO06.4€N160-
PAMD YCA06110

d do\
Y—o (v, 7, y)X=P+2<£ P-.-w%)x

d<P d«p o do
+l:(dw P+3 ‘?dJ Oy T
101 @ ecms sesuuna y — ko', k= @ nPouseosNan Pynxuia oms
w, T, Y, @ P Pynsuia mnrs sce nepemMmunnrs, Yoo6.4emeopanuan
YpasHEHTI0
aP dq; aP do dP
dx+( dm>dj+ iy do

il +d?>P+d,?-P’.

=0l i ( 2w - =t -
dy’ dyde ~ dy do?

Amo ycarosie ecmv neodLoOUMOE % GOCIAMOUHOE.

Humewpaas A (w, T, y) NOIYUAEMCA UHMELPUPOSAHIENS HOP-
MAILHOU CUCTIEMDBL

dA + 2 P dA =0,
dy o do
dA do d<p
2 [(d_w 3' ]

Humewpass cs epemenems nazodumea no meopemn n°11.

Hacrosimas teopema E Teopema 7°12 smoasb phmaiors Bo-
mpoch O 3afaYax’h, HMEOMEXD ABA EHTCIDaJa: OJHD ChH BpeMe-
HeMb, Apyroi 6¢3b BpeMend.

15. Ilpriommms ckasanmoe Kb YaCTHHIMD CIyYaAMb, # BO mep-
BHIXD HafiAeMD 3aJa9H Ch CHIAMHA, HE3aBECAMEME OTH CKOPOCTEil,
mywbomia asa maTerpaxa o6muxs. 3xkch Mpl BerphTAMCA €b HHTE-
rpaloMs, KOTOPEIMEB, DO Moemy MHBHilO, cxbjiyeTh RONOXHHTH H3-

cxbjosanie Beprpana.
14+
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Hment cravaia maTerpaxs 6e3b BPeMeHE Bb IpeANOJomeniH
. d .
k u ] nesasacamux® oTH cKopocred, Torza d—l’: 0, m BripamKenie

(78) Beamumns1 [ JOMRHO 0o6paTHTHCA BB KoXmiecrso P, Koropoe
He poamuo 3asuchth 0Th . IloaToMy u3b ypaemesia (78") Mbl

6yzems mmETH
do

do d
Broi=0, 0F=0;

dy
OTKyAa HAXOZMMB, 9T0 k=1 ecTh Beamumna nocroamnad. Jarbe,
H3b ypaBHeHid (77) BEIBOAMMD

az 7 dy ~
OTKyAa 3uKil04aeMb, 9TO

P=[]=1Il(y — 9%),
rrk I1 ecrh 3HaKD OPOR3BOAbHOH ©yHKOiA. IlogcTaBideMs aTy Bean-
uany P Bb jJBa ypaBEenia cucreMb! (78) m Mbl 6yiemb uMbTh paa
onpeybienia A cmcTemy

ld_A+H(L<P_@ A _ o,
(79) dy >y de

lf’lﬁ_?ll(ﬂ—?”)@ﬁ_o

dx o do =

OamEp WHTErpaXb NEpBaro ¥3h 3ITHXH ypaBHEBiH 6yaeTs

B=5—1,(y—¢),

rab eynknia I, # ecrs | Ilzde. Crbaaens Teuépb

‘ A=M@B,,z);

TOr4a GyAersh

o dA __dM M dA  aM
dx-gg"“?n(y—?x)g@’ do s

IozcTaBERs 3TH BEIHIAHBI BO BTOPOE H3B ypasrewii (79), MbI
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o6paTaMb ero Bb cabayomee:
aM

Z =0,
dz ?
bmyna 3aKliouaeMb, 910 A == M 6yaeTs IPOHA3BOALHOI YHKIIE:0
ors B,. Taxuws 06pasoMs RETErpash 6e3b BpeMeHHE B HACTOAMEMD

ciyaat Gyzers

! — oa')? A
(79) V=% ny—eo)=c,
AN gHadYe
(80) y— ga'=V2VII, (y — 92) + .

Orcioga Be1BOAEMD cabaywomidi EATErpais Cbh BpeMeHeMB 0O

Teopemb n°11: _
1 a(y—

(81) fap=L (L=
S V2 )V (y—ga) -+

Cioga, O B3ATIH KBAAPATYDS, HYZHO IOACTABHTH BMECTO a €ro
seanumny (79'). _

Uaterpaxs (81) ecrb EMEHHO TOTH, KOTOphli He HAXOAUTCA ¥
Beprpana BB n3cxbaoBanin 3aa9b Cb CHAAMH HE 3aBECAMEME OTH
ckopocreif. 131 ero marerpaia ch BpeMeHEMb

(82) G [+ O)y—(y+C)d]=t+B,

rxk C,,C,C u B cyms IOCTOARABIA NPOM3BOABHBIA, HEe MOEETH CXb-
poBaTh EHTerpaxb (81), Kakia Gl BeJHTHHBI HE NPHNACHIBAIN 0O~
CTOSHABIND IPOE3BOABHBING. Mbl yBEAEMS, 9T0 Beprpanoss maTe-
rpaxb coorpbrersyers TEMB 3aAa9aMB, Y KOTOPHIXS OHD €CTh €ANH-
cTBeHEBLH 06miifl, VaTerpaxs (81) M0KHO PA3CMATPHBATH KaKb HE-
KOTOPY! KoMGmHanito ABYX> BepTpanoBbIx® #0pMb — KOMOHHALIO,
KoTopas EmbeTs mbcTo, Korga mETerparsb (82) ne mubers mbcra.

BenomerBs Teneph 3ambuamie Bb Kormb n°9, Mbl noaydmMb
crbayromy:o TeopeMy :

3adavu cs cusamu X, Y, He 300UCAUGUMY OMT CKOPOCIENR, UMILI0-
wWin 06a UNMELPALa OOWUTE: 00UNS C5 GPEMENEMS, 0Pyt 0ess epe-
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Ment, 0049cH . YO0BAEMBOPAMY YCA06HO
Y—kX=Il(y—kx),

100 k nocmoannoe npoussossnoe 11 npousgoavnas @ynxuis. Yeao-
éie amo ecmv Heobxooumoe u docmamouroe. Ilpu cobmodeniu eio
060 unmepaa, obulic PaAsCHMAMPUGAEMOING 300a4aMs Oydyms

(y'— ke — 21, (y— k) = 20,

1 dy — kdzx
T +7§ v, (y— kx)+ac_ﬁ’
1

w0 II, 2 = [ Nade.

Jadavu €5 CusGMU, 3GEUCAUWUMU OMS CKOPOCMEN, KOMOPHIA
YO06ALMEOPAIOME YROMAHYMOMY YCA06110, OYOYms marxice UMBMD
9MU 060 UNMELPAAL; ECAY JHCE 3a00MA EMY HE YO0BACMEOPAEMS, MO
U He Gyoems uMmms, HU MO0, HY OPYLON0 UNMELPAAR,

16. Npuiommus eme Teopems: n° 12 1 #° 14 kb macxbropanito
3a1aYb BB ORHO@ W Toif me compormpaatomed cpermnt. Ml npea-
HOJOKEMDB, YTO HA ABHKYIIYIOCA TOURY ABHcIBYeTD cmaa, KOTOpO#
IPO3KIiA HA OCH KOODAHHATDH cyTh M m N, m compoTHBIeHie cpe-
AUHB], HAUD&BACHHOE HO KACATEAbHOH, €CTh ®YHKIIA TOIBKO OTD CKO-
poctr Toukd. Msl GyaeMd mpejmoaaraTh, yto M m N 3aBacaTh
TOIBKO OTH KOODAMHATD & I ¥ jsEEymeiica Toukn. Ilycrs Gyaers
F(2® -+ conporusienie cpeamnsr. Ero mposkmin ma ocm Koop-

F@+y) | FE 4y
\/—"—73 BY Nk
+99)
\/x -y
2%+ ¢* o3nauNMB Yepess v.

Ilyers apyras sagada cb Toro Re cpernHoto mywhers cuabt M, n

N,; Toraa

AMHATH OYAYTH: 2

Mpc1 axa coxpame-

HiA 03HAYAMD <1>ym{mlo TaKb: f(&% -+ y"), a peamamny

N—N, ,_MN—MN

b=y g+ G— k).

OTKyZa BEAEMDB, 9T0 % He 3aBHCHTE OTh & H Y; UTO ke Ka-
MN,— M, N

caercd BEAMYHWHB! [, TO 03HAYHBD GYKBOKO % PYHKIiIO M— M

— 2156 —

3aBACAMIYIO TOABKO OTD Z, Y, MbI GyAeMDh EMEBTH, COrAacHo b UPekK-
BEME 0GO3HaUCHIAMH,

(83) " l =1+ of,
rib :
(84) v = £+ ! = b 4+ 20k’ + (1 + ) 2*

Warerpals Gess BpemeHn, KoTopsii mukiors ABb Pa3cMATPABAEMEIA
3a/i84A, 0XEeHD ObITh 00 1°5 BEAZ

V= Aw,7,9),
a BeAN9HHA [ BEAA

(85) | =P+ Qx'+ Rz3,

rak P, Q 1 B cyTs ®yHELi# 0T 0, &, Y, YAOBIETBOpAIOMiA ypas-
nenians (35) u (37). Cpasunsaa seipamenia (83) z (85) BeAHTMHbI
I, MBI XerKO HAXOJUMD, 4TO ®YHKRIA fv JOAAA ObITH BHAA

(86) fo = A -+ Bv=(4 -+ Bu*)~+ 2Buks'+ B(1-+¥)z*,
b A4 1 B nocrosaunia Koamdecrsa. Orcioaa ﬁaxomm,
P=n-+ Ao+ Bw’, @Q=2Bw*k, R=B(1-+k)o.

TlofcTaBaAA oTH BelHYuHEl BB ypasuenia (35) B (37), Mbl 6yAeMb

umbTh
wB(1+k) =% +ki'”—‘,

OTKyJa, TAKh KAKB & He 3aBHCHTH OTH «, BHIBOJEMD

& kﬂc-=0.

Takaub 06pasond fv o6pamaercs BB mocroAnmoe A; @ n R
Bb HyaH, a | BB n+Aw, IlojcTaBida BeAnIAHbI Q=01 P=n+Aw
BB ypasHenie (37), Mbl Halizems cabiytomee:

2Ad’° fy’: ( k—— 3%)=0.



— 216 —

Taxs kaxn A ecTb mocrosndoe, a k H 1 He 3aBHCATH OTH ®, TO 310
yDaenenie pacnajaercd Ha TpH

F dn dn dk
=0, ——+k—33n=-
dy? ' dx dy ndy
Taxs Kakb compoTnBienie cpefnbl He Hyab, To A ne Hyss. Torza
mepBoe W3b ITHX'D ypaBHEHIH Gyxers :

dk
dy

dk
(87) 243 = =0.

=0,

A caman oﬁmaﬂ se.mlmﬂa, YAOBIETBODAIMAA YDPaBHEHiAME (87) n
3pannenuo +k =0 6yzers, cxbroareasuo, k= IOCTOAHHOMY.

Hoacramma a'ry BEJTIANY BB TpeThe ypasHeHie (87) # muTe-
IpEpPYA ero, Mbl NOIYYEMB

(88) ' n=1I1(y —kz).
Otkysa sakxiovaens, mwba BB BUAY ypasHexie (83), 4o
(89) | =P=11(y—ka) + Ao.

3xken I1 03Ma9aeTh IPOA3BOABHYI0 BYIKILO.

Besmunna (89) eynknin P yrosieTBopaers ypasneniio (77) npn
HOCTOAHHOMT & ==, HOITOMY DPA3CMATPHBAGMEIA 329K EMEIOTS,
Kpowk mHTerpaia 6e3b Bpedeud, eme OAUHD MHTErPAXb 0OmIill ¢
BpeMeHeMb.

Unrerpars Gesb Bpemenu moxyuntes mo Teopemk n° 14 mare-
TPHpPOBanieMB CHCTEMBI

+[A "Umkx’d—A 0,

(90) dw
ld k[ ROTE o,
HAH, 9TO OAHO H TO e, CHCTEMBI
d_A=__1_dA=_[A I (y—Fa) | dA
dy k dz N do

Orcioga BEAmNE, 9T0 A ecTs ®yEKNiA 0Th w B y — ko, Oamavas
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y—kz GyKBOIO p W NOJICTaBAAA BEIMYNEY A, BbIPAKEHHAYI0 BB lC-
peMEnnbIXs @ H p, BB NEPBOE H3b ypanﬂeniﬁ (90), mB1 06GpaTHND
€ro BhL c.ut;xyxouwe-

91) [A “(”)] A _ o,

AHTErpEPOBaHie KOTOpPAaro NpPHBOARTCA Kb WHTErDPHPOBAHII0 OGHIKIO-
BeHRAro ypaBaenid
(92)

odo

W= G

Hurerpass ypasuesin (92) no 3ambueniz B> HeN'h BeAHUHHB! P
KOJHIeCTBOMD ¥ — k2 # GyjeTh HCKOMBIMG HHTErPaioN® Ge3b Bpe-
sienn. Uss mero, naita y'—kz' BB @yHKOiH 0Th y—Fk2 B HOCTOAH-
HATO TPOHW3BOXLHATO, MBI MOIYYENTE 10 Teopemb n°11 maTerpars
CB BpeMeHeMs KBaJPATYpOI.

Uss ypasuenia fo = A, noxydaerca F(z* +y?) = AVz?+143,
7, cabroBaTeipHo, 32491 Ch 0JHOI0 CONPOTABAAIOIIEIOCA CPEARLO H
c¢b caaamn M m N, He 3aBHCAIEME OTH CKOPOCTeH, TOABKO TOrAQ
6yxyTs mmBTh 06Wiff mOTErpaxs, HE3ABACAMEIH OTH BpeMeHH, KOTla
CONPOTHBJAEHIE CPeAHHbI NPONOPNiOHAIBLHO NEPBOil CTeneHd CKUPOCTH.
Pasymberca, mb1 mckmosaems caysaii M= 0, N =0, xoraa isn-
menie 6yJeTs npamoauneiinoe. Bb aToMt caydal 3ajaum ¢b Kakowo
yroiso cpeamsoio OyayTs mMETh ABa mATerpaia oGmuXb, HE3aBH-
CAMAXD OTh BpeMeHH H I¢ 6yAyTs wMETh maTerpasa o0maro ¢b
BpeMeHeMD. '

I[Ipeasiaymie pesyisTaTol AQi0Th TEOPEMY :

Bossmems ecn 3ddauu o deusiceniu ce0600HO% MouKYy 65 NAOC-
KoCmu, MPU 00HOY U MOW JHCE CONPOMUBATIOULENUCA CPEOUNTL, CT Cli-
JGMU HE BACUCAUUMY O3 ckopocmeti, Taxnia sadanu moryms UMRMD
MOLLKO MOI0A UHMELPAILE O6UIE, He 3ABUCRULIE OME BPEMENU, KOLOA,
UAU  CONPOMUBAEHIE CPEOUHD NPONOPUTOHAALHO MEPEOU CMENEHU
CKOPOCTIU, AW Oce U, OMTCMEYIOWAR 65 3a0aNm €CMb Hyab, 110
ecms, 0BUdCERIE NPOUCTOOUMS MOALKO 65 CAMOCIBIE HANGALHOU CKO-
POCIRU MO NPAMOTE AUNGU.
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Bs nepeoms caynan cuse M u N xaocdoii sa0a4wu 0o0adcHb:
ydossemeopame yYcao6ir0

N—kM=Il(y — kxz),

10 & ecms nocmoannan, a T (y — kx) npouseossnan Pynruia.

IIpu ucnoaneniv 9moro ycaoeia 3adavu Gydyms uMmmy 00UNS
unmespass 00wyiv 0ess cpeMeny, KOmOpuii Oyoems UNMELPAAIOMS
00BKHOBERRAL0 YPAGHENIA NEPEALO NOPAOKG

dp — odo
P=Zo0(»

201> NEPESS P 03HANENT BeAUNUNG Y—KT, @ uCPess w sesununa Y —ka.

Epomn e onu Gydyms umnms ewe o6ugili unmerpass cs epe-
MeHeMs, 6b600AWINCA U3E UNMELPAIG 0635 GPEMEHU MOCPEICNEONS
xeadpamyp:. ‘ '

Bo emopoms cayuam, xax06s b ni Gbl43 3AKOHE CONPONMUCAENIA
cpedunm, 3a0auu Oyoyms ummms d6a unmerpa.ra obwuxs 0ess cpe-
MeHU ,

?/’:m’s y—x%=3,

GLLPANCAULUTS, UIMO 0BUNCEHIE MPOUCTOOUMS NO NPAMOU.

IV-4u cayuaii: 00uns unmerpass cs GPEMEHEMS.

17. 3akce Mb1 pascMoTpEMT cXydaill, Koria 3ajatm OYRyTh
mnETh TOABKO OAMATD 06mMiii WHTErpars, & HMEHHO, HATErPaib Cbh
BpeMenemMb. Taxs Kakb oBb mybers BEgb V==—1{ -+ W, rat W
eCTh ®YHKIiA dYeThipexb IepeMERABIXD @,y x, y, TO HyRHO
nckarh W. Mpi sayban B #° 1, 9T0 0Ba YAOBAETBOPAETS ABYMb Y PaB-
BenigMb (5), B3b KOTOPBIXD MOAHO BbIBECTH cxbayomia:

ﬂ+kﬂ7=0

93) .z dy !
‘ NELLONNE QN
v YV YT

Cncrena (93) ecrs npeoGpasoBanie cacreyst (5).
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V3p aTaxs ypasHeniii Mbl 3aKI09aeMB, 9TO k ¥ [ COBEPMIEHHO
onpenbaensl, ecau oyaxnia W ussbcrna, To ecrs, ecan m3BbcTens
o6miii maTerpards cb BpeMeneMs. Cb APyroif CTopoubl, KaKOBA 6bI
BE Gbua W, sexmumanl % # [ wwbiorh onpexbaeHubpin 3@adenid.
IToaroMy, MBI BEAUMB, 4TO

Humewpanss cs epemenems acaxoi 3a0anu 0 deudicentin c806001ow
MOUKE 65 NAOCKOCMU Oydems OGWUMB €l U HIKOMOPBIMS OPYUMS
maxuMzs oce sadanams. Fcau cuan smoit 3adavu ne y006aemeopawoms
ycaoeiams meopemvt n° 14, mo ona, UMBA UHIMELPANE CE GPEMEHEMS,
obwyitt et U YNOMANYMHME OPYLUMs 360AUAMS, He Oydems ¢35 HUMU
UMD OPYIUTE URMELPAI06S 0OUUTS.

Ecan MblI cocTaBaMb CKOGKH U3 IEPBBIXL dacTeil ypasueHiit
(93), To moxyIEMB

AW G0 W,

Beegemt 3uaronoao:keHis n°11; Torza cKoGKm nmepsaro H BTODAro
ypasuesiif (93) c¢b ypasneniems (94) GyAyT®

l A(k)%l;z+ [4 (m)— C (k)] %7: 0,
(95) o .
l[B(k)—m] rn +[B(@m)—C@)] W=

W31 318XD ypasHeniii 0aHO OXKHO GBHITH CBACTBiEMD APYroro;
102TOMY, BEXHYHHB! % B [ A0XKHBI YAOBIETBOPATH YCIOBIFO

Ak __Am—CH)
Bl)—m  Bm—C()

(96)

IIpn menoxnenin aToro ycaosis Aa ypasHenia (95) o6pamaroTcs
BB OJHO W TOTAa cAcreMa ypasreniii (93), (94), (95) 6yzers nukrs
OIMHD TOABKO HHTErparh o6mii, ecim o6h wacrm ycaosia (96) me -
o6pamasorca Bs 9. B aTomn uocxbgrens ciysat Tpa ypasuenia
(93) = (94) 6yayrs anbTs phmenie ¢b NpOM3BOALHOI PYHKIICI, B
3ajauH, Kpont HETErpaja Ch BpedeHeNb, GyAyT® eme mmETs oGmii

AHTerpays 6e3h BpeMeHH.
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HcRa09aBS aTOTH caydail, Mbl GyJIGM’b mnkTh cacTEMY

aw dW
‘Wﬂ_k dy =0,

L .dW+ aw
iz Y V=
aw dW iw _

97 . W—Fk -+m W

=1,

A(k)%-i—[A(m)—c(k)]W-_-o,

nm [B(E) — m]%”l-i- [B(m)—o(z)]‘%’= 0,

Kotopas Gyaers mmbts phmenie, ecan & z [ ynon.u_ersopamﬁ'ycaq-
Bito (96). OTo phmenie moxyduTca moCpeICTBOMD KBAAPATYDHI, €CIH
k mn 1 pamel.

18. Mu pas6epens wacTrRIi cayuail, Koraa k He 3aBHCHTH OTh
2’ 7 ¢, a sexnunua ! Gyaers BAia

l=n-+ ofy,
Kakb BB 2°16. o ,
O6mas BermumHa PV, cxbiyioman H3b NEPBaro ypaBHenid cH-
ctemsl (97), ects :
@7, W=A(u,%,y).
TogcraBiasd ee BO BTOpOE H TpeThe ypasHemid 3Ton cnc'reum,
MBI TIOAYYEMD CXBAyIOmin:
(A BB i)
dz dy dy do
do

dA dA
98) ® @ +(n+wfv)az;+m

dz dy
< dA . dA L (m @& ,dk\dA
09 Hrrl (E’"—d—x_"@)d_m—o'

Wss ypasaenia (98) 3axirosaems, 9To fv mnbers seinqmuy

fv= A+ Buv;
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H, cxbroBaTeisHo, GyAeTD
(100) I=n-+0fo=n—+Aw-+Bwi+ 2Bkw*2'+B (1 -+k) wz*

ToacTaBina 2Ty BeAHuERY BB ypaBHenie (98) m ypaBHEBas Bb
HeM'D KOa®@HIieHTh! IPE & B 4® HyAlo, a He3ABHCHMbIH OTH & efH-
HEOE, MBI HOAYyIHM'B

w%+(n+Aw+Bw3)@=l,
ar
%+k— (2Bkw———)
Bw(1+k")—(—— )
W31 nocxbanaro 32KA0YAEM D
, dk L, dk__

TAKh KAKB k He 32BHCHTH OTH w, IO ycaosito. [Ipeasiaymin ypas-
HeHiA 06pamaloTcd, N0aTOMY, BB c.rhnymm,iﬂ'

(0] (0]

: dy do
(101) . Id_A_,_kd_A ik dA e
. dz  dy dy do

Beanunsa m o6pamaeTca BB —w%; c.u'lmonaTe.lb'Ho, ypaBuegie

(99) GyAers TOEAECTBEHHO CO BTOPHIMD U3D ypasHenid (101).
Jarxbe mp1 amBenms

dk ik
B(k—w‘—lg, B(k)-—m=2w@,
i (y—ra)® d (y—Lz')d’“
—B(m):x'_(_FEd_”)+((o+kx')~( dy ) (Ao )‘J"c ¢y — k)

dk dk; ’dk N CAWNIN..
—a* dxdy wr dxdy dy dy?

d’k
2_—. - —_—-
+ ol 2+(n+Aw)d

a7

ay

k')
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Jra BeAWuEHA, Ha OCHOBaHiH ypasmenia (100'), o6pamaerca Bb
6oake mpoctyio

a2k dk dk \?
—| 2% " —_ st W4
B(m)—l:w dy2+(n+Aw)dy 2w(dy)a;.

Touno Takme

O() = Cln+ o) = C(n)+ A0 — k)= ;I _ 4, .

dy ay’
cabroBaTepHo
dak
B(m)— C(l) = 2w (@) ( fy’;-.-nd" g—:-._k%).

IMoacTaBana BHIYECICHEBIA BelHYHHBI BB nocxbjauee ypaBHeHie cH-
crembl (97), MBI NOAYIHEMD

dk dA dn dn dk P E\dA
W < +k N dyg) =0

dz =~ "dy
3w ypasrenii (101) n (102) mp1 BeiBogEMS cxbaylomee ypaBHenie
138 onpepbaenis d—A:

(102) 2w

do
dk dn dk dk o @K\ A
(103) 23— (dx k +3n G 2Aeg o dy,) =0,
KOTOpOe TaKme MOKEO OblI0 NOXYIHTb I NPAMO, COCTABIAA CKOOKH
B35 AByX® ypasHeuiif (101), pEmeHHbIXD OTHOCETEABHO O;A f;;
Igs'b ypasueniit (101) u (103) maxopams cxbayomia BeaRgmibI
A dA
Aad -c—ly H %'.
. % 2 -
de _ dn azk’
—+k +3n + 246 o +o?
(104) dz - dy?
n
2 2 (A ) dy
dy o 'f;;+k +3n g —I-2Ao) - ’3;’:

CocraBasems Teneps ypasHenie

' d (dA d (dA
(10%) (%)~ a(@) =0
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0cBOGOEIaeMs ero OTh 3HaMeHareleil B pacmoiaraemb €ro mo cre-
medan’h o, Takh Kakb »yHKRIiE & H n He 3aBACATH OTH ®, TO KO3~
®HIieHTH! UDH PA3ANYHBIXD CTENEHAXD @ BB JTOMDB YPABHEHIE
AOXKHBI GbiTh paBdbl HyX0. TakuMb 06Da30Mb KOI®PHUIIEHTH NPE
w* 1aeTh
(105) 3 (Fh)—E5=0.

Ypasrenie (105) awkers oGmEME HATErpatoMs cxbayomee:

B

B YaCTHBIMD HHTErPAIOMB
k=Gy—+ H,

rik 4, B, C, G, H cyts oynknin ors 2. O6miii zaTerpars Bb Co-
ejHneHin ¢b ypaBHeHieND

. dk dk
106 —t-k=—=0
( ) dx dy H
JOCTABAACTH JAA Kk BEJHYAHY HOCTOAHAYIO, IPH KOHEYHBIX'B 3HAYE-
iaxs A, B u C. IIpu Ge3koneuno GOAPMEXD 3HAUEHIAXD ITHXH
BEAMYHAs U3P 06MAro Mbl IOXyYaeMDb YHNOMAHYTHIH JACTHBIE, KO-

TOpBIf Bh coeARHeHiA ¢b ypasreniews (106) zaeTh BeXHuRHY

y+0

(107) —z+C’

rak C g C' cyTh NOCTOAHHBIA NPOR3BOALHBIA.

Jarke KOIOOENiCHTH! OPE w® BE YNOMAHYTOMB YpaBHEHIE Aa-
AyTH TOEACCTBO, & NP ®® B « AalyTh ypaBsHeHid, KOTOPblA, HA
ocrosaniu Beanumust (107), o6pamaioTes B cabayomia:

(107) d (dn y+C dn 3n )—O

W\dz T r+Cdy T z+C)"

dn  y+C'dn no\ __
(108) A(Zzz"‘x-.-o@"‘x-.-a)—o'
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Kosoannieuts e He3aBUCHMBIE OTh ® A8eTh

o dn +C'dn ~ 3n dn +C dn n
(109) (ZZ;+Z+C @+x+0) (d7+?:::+0 @+:b+0)=0'

M1 He 6yaems 3xben paacmannﬁaTh caysas, Kora C g C'
paBHbl Ge3KOHEYHOCTH, IPHYIeMD K o6pamaercd BB IOCTOAHHOE.
Jerko BEpETh, 9TO TOrA& ycIOBie, HpE KOTOPOMD JBa HHTErpaJa
OIMHDB €D BpeMeneMb, APyroi Gesh BpeMeHH, GyAYTH OGIIHMHE pa3-
CMATPHBAEGMBIMD 33]249aMb, 6yAeTh YAOBIETBODEHO,

M= nonazemb, TAKEMB 06pasoMb, HA IpeRHiil ciydai, AMEHHO
Ha TOTH, KOTOPbI MbI pazéupaix Bh 7°1G6.

Vpasrenia (107’), (108) z (109) BeayTh Kb ABYMD npeimoxo-

HReniaMs ,
y-+C dn 3n

dn

l)a:'c'+ai+0@ 70—
an  y+C dn n.o__
2)@-'_x+0@+x+0_0'

Ilepsoe momers mmETh MECTO TOABKO, ecam 4 = 0, TO ecrb,
€CIH cONpOTHBIeHie cpepmHs! Byib. Ho ® Torja ms® ypapuenis

dy

6yzers & — 0 k ects
yn,eT'b —dT’E- =0V, TO eCTB, €eCTh NNOCTOAHHOE.

9T0TH cxyvait HaMB HCKIOYEHb.

(103) moaydaems @ _ 0, m, cabjoBaTesnHo, no ypasanerito (106)

Bropoe upeanoaoixenie gaerh BaND A3 7 BeAHYHHY

_n(z9)

z4+C

ITo ypasaesito (107’) JOXKHO GbITh npH artjﬁ seanyunh

rfy+C -
_d_( 2n )_2“(“—0)_‘_0
dy\z+C/— (z+Cy ~— !

rab IT ects npomssognan eymknin IT, Ms! BaammD, crbaoBaTelnno,

y—+C '

910 l]'( oy, ) =0, TO ecTh H(ZI% ) 6yxeTb HOCTOAHHOL.
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OGoamaunns ce depeas L; rtoraa ypasreria (101) m (103) npm
BeIHYMHAXD :

_y+C —
k_:c+0’ l_n—l—Aw.—Aw+x+O
1a1yTH
aA z--C 7. dA ® .
(110) do  L+A4do@—+0C) Ey—_o’ dz = L+Ao@—0C)

CocraBass ypasHeHis

4 (‘Jl_A)_i @A_\, i(%)_i(@é>

dz\do/” de (dx,’ az\dy ) ay\dz )’

Mbl YBEAHMB, 9YTO OHH oGpamamca BB TOERCCTBA.
Pynrnia A noiygaerca NOCPeACTBOMD KBAAPATYDHI

_ (@4 0)do +wdx .
(111) A_f L+4do@+0)

Ecar A He HyIb, TO Mbl HOAYIEND

A= - log[L~+ 4o @+ C)] +E.

Ecxn me A =20, 10 Gylers

_(@+0o
A————-—L —+ E.

B® 060ExB ciydyasxD BelHudHa J ecTh IOCTOAHHAA IPOH3BOABHAA.
TaxuM® 06pa3oMb HHTErpalb Cbh BPeMEHeMh, IPE CyIIECTBO-
BaHIE CONPOTHEBAAIOMEHCA CPEARHBI, 6yAeTD

t+-B= %log[L+A(y'(x+C)—x'(y—l—C"))].

Jaa 3aja9b Ee Bb mycrorh oub 6yaers
t+B=0C [y @+ C)—2 (y+ 0],

b G, = —}j

15
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Tarass 06pa3oMD MBI BBIBOAEMB TEOpeMy: :

Sadanu npu 0010% U Mot Jce CoRPoMmusARIOUENCH CPEOUN MOI0G
MOABKO MOWYMS UMMDML O0WGilE UNMELPAAS CB GPEMEHCMS, K010 CO-
NPoMuUBAEHie CPEOUNY NPONOPUIONAILHO NEPEOLE CIRENENYU CKOPOCAU.

Yeaosie neobxodumoe % docmamounoe, npu KOMOPOMs IMU 3G~
Oauu Oyoyms uMnPmML MOALKO O0UHE 00Ut UNMEIPALs, U, UMEHNKO,
C5 GpEMeNeMs, COCMOUmS 65 MOM3s, umo cusn M u N xaocdod sa-
Oauu, He 3aBUCAWGIR 0mB & U Y , 00AXCHYE YOOBAEMBOPAMY YPAGHENIIO

@+C)N—(@y+C)M=L,

1wn L, Cu C' cymv nocmoannwia.
YnoManymoi unmeipass ecms CAWOYOWLL:

8=t % log {L+A[y'(w+ 0)—39'(.?/."‘ G')]}-

Bs nems A ecmv nocmoawunviii xosuuienms, sasucawit oms co-
NPOMUCAEHIA CPEOUNDL.

Cuats X u Y sadaus, 6e3s Conpomuesmioweica cpedunvl, ne sasu-
cawia oms ' u Y, 0049CHY YO08AEMBOPAMY YCL06E10

(x+C)Y—@y+C)X=L,
048 M010, UMOGL IMU 3A0AUYU UMIbIU OOUND MOALKO UNMEIPALS 00-

win: unmewpass s epemenens. Ecau ycaogie smo ucnoanexo, mo
onz Gyoems '

p=—1i+ % [y (z+C)—2a (y+C)].

Mocxkanifi maTerpass maxogurea Taxxe y Beprpasa, Toabko mpes-

CTABICHs HMB BB HioMb BEAT.

L}

S
SUR LES EQUATIONS SIMULTANEES

AUX DIFFERENCES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE.

(COMPTES RENDUS, LE 21 JUIN 1869).

15%



Parmi plusieurs méthodes fécondes que Bour a proposées
dans son Mémoire sur les équations différentielles?), une des plus
remarquables est celle qu’il 2 désignée sous le nom de la Seconde
méthode d’abaissement, et dont il attribue l'idée premidre a
Jacobi.

Les développements que Bour a fait sur ce sujet peuvent
servir de base & une méthode générale d’intégration des équations
simultanées aux différences partielles du premier ordre, dont je
vais exposer ici le procédé.

Soient ¢,, ¢,,....,49, les vanables indépendantes; ¥ leur

fonction connue;
oV oV 14
b= o5’ b= i b= or,,

les dérivées partielles de V; f,, f;, . . - ., [; les fonctions données de

DsQase v - 38n0 Vs PraBosre e - 3P,
qui satisfont identiquement & 'équation

of ofy, __ofx Ofy , 9fx Ofi _ Ifi Of;

dg, O, Op, 00, @ Og Oy 0D, Ogy
ofe 0fi __ Ofx "ﬁ( [ui} 9 . .. .. i
04 O Op, 0g, + oV \Prap, T Pagy, +p"0pn)
afy (. df of ofe \ _
_Wi(pl——k—'—p’@’;—'_”“"—pn?i)_o

1

1) Journal de V' Ecole Polytechnique, 39-¢ cahier, 1862.
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pour toutes les valeurs des indices % et [ contenues dans la suite
1,2,3,....,i; enfin a,,q,,....,qa, des constantes quelconques,
le nombre ¢ étant moindre que n, ou égal & n.

Supposons de plus que les équations

0y =6, h[=0,...., ;=g
ne donnent par I’élimination de p,, p,,. . . .,p,, V aucune relation
entre ¢,,9g,. - - 39,

Ces équation ont une solution commune, et pour la détermi-
ner il faut procéder comme il suit:

Intégrons une des équations (1), par exemple fl =gq,, et sup-

posons d’abord qu’aucune des quantités p,, Dqs. - - . D€ Manque
dans la fonction £;. Soit

(2) V=F(quq”'- 3@y %y Xy e v oy n_pA)

une intégrale compléte de I’équation f, = a,, contenant n con-
stantes arbitraires «,,a,,....,a, ,, 4 indépendantes entre elles.
L’intégrale générale s’en déduit en regardant une de ces con-
stantes, par exemple 4, comme une fonction arbitraire des autres

Xyy Ogye+vey &, 4, €t ces dernitres comme des fonctions de

¢,39- - - +» 4, qui satisfont aux équations

3) dF oF 04 -0 dF OF 04 _ oF +0F o4 —0
0ay " 04 Oay ? Oay 04 0zg T Oy OA 02y

Pour que la valeur (2) de ¥ soit une intégrale compléte, il
faut qu’il soit impossible de déduire des équations (3), par 1’éli-

mination de ¢,,¢,,. . . .,q,, aucune relation de la forme
64 o4 04 \
I](an“n n_l,A;‘E7 Ew---,d———an_l):O

indépendante de g¢,,q,,....,9,. Cest dans ce sens que j’ai en-
tendu I'indépendance des constantes o, ,....,a, ,,4.

L’intégrale générale de 1'équation f, — «, est exprimée par
P’ensemble des équations (2) et (3). Substituons la dans toutes les
équations du systéme (1).
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A cet effet, résolvons les équations

Y 0 N N - A ’“n__.uA):V;
oOF _ aF _ oF _
l)_ql_pu 'd_q‘;—pp'---, oqn—'pn,

“) OF (OF 04 _ OF  oFod_ o |

da, " 04 9z, Oxg L 0d oz T

aF_ _ OF 04 _
0%y +oa 0%, !
par rapport aux quantités
() Q3:%ar- - +18n) Vo PpsPase v« 5P

ce qui est toujours possible. Les quantités (5) s’expriméront en
fonctions de

4 04 d4 04
Q]ial’aﬂ"'..’aﬂ—l, ’5;17 (—);’"""d—_y_n_l'

Substituons leurs valeurs dans les équations (1). La premiére
d’elles, f, = @,, deviendra une identité. Quant aux autres, elles ne
contiendront plus la variable ¢,, de sorte que, si F, F,,. ..., F;

sont les valeurs respectives de £, f;,- . . -, aprés la substitution,
les quantités F,, F,,. . . ., F; ne dépendent que de

04 o4 04
%y Ogye e e oy 54, oa, Gay T da s

Ainsi le systéme proposé consistant en ¢ équation et conte-
nant n variables indépendantes ¢,,¢,,....,q, sera transformé
dans le suivant:

(6) F,=a,, _' F,=a,...., F,=a,

dont le nombre des équations est-¢—1, et celui des variables
indépendantes n—1, ces derniéres étant o, a,,....,a, . La
fonction inconnue dans les équations (6) est A.

11 est remarquable que le systéme (6) présente les mémes
circonstances -que le proposé, c’est-a-dire, en désignant, pour
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abréger, les quantités

o4 04 o
da,’  Oxg’ T 0%y,
respectivement par 8,,8,,. . 1> 1 équation

OF, oF, JF, oF, +0F,, oF, oF, 0F,+

dx, Oy OB a“l dog OBy~ 0fy Oz
oF, JOF, oF, JF,
O0tp_y dpn—l 0Bp—y Oty

dF oF, oF, oF,
T (R
__OF, oF, 0F dF
I(pl k4 Bz k * pn—-1dp—n:1)=o

aura lien idenfiqguement pour toutes les valeurs des indices & et
! comprises dans la suite 2,3,....,%

Tout se réduit done & trouver 4 comme fonction de «,, ,,...
qui satisfont aux équations (6). Connaissant la valeur de A
on aura celle de V' en résolvant les équations (3) par rapport &
Oy Ugy. oo, &, . qui seront exprimées alors en fonctions de
Q9. - - ,qn et des quantités qui figurent dans la fonction 4,
supposée connue.

En vertu des valeurs de «,,a,,....,a, ,,4, comme leur
fonction, sera aussi exprimée en ¢,,q,,....,q,; en substituant
les valeurs trouvées de a,,a,.. A dans P’équation (2)
on aura ’expression cherchée de V

Or, pour déterminer 4, nous n’avons qu’a traiter le systéme
(6) absolument de 1a méme maniére que le proposé. En intégrant
une de ses équations, par exemple F, —u,, on le transformera
dans un autre, dont le nombre des équations sera ¢ — 2 et celui
des -variables indépendantes n — 2, la fonction inconnue étant
nouvelle. En continuant de procéder toujours de la méme maniére
et de passer de systdme en systéme, on se trouvera réduit i la
fin & une seule équation dont le nombre des variables indépen-
dantes sera m—i+1. Son intégrale compléte contiendra n—i+1
constantes arbitraires indépendantes entre elles. Connaissant cette

-1

’nll
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intégrale, nous trouverons, au moyen des différentiations et des
simples opérations algébriques, les fonctions inconnues de tous les
systtmes par lesquels nous avons passé. Nous aurons aussi la
valeur de ¥ dans laquelle figureront les n» —¢-+ 1 constantes
mentionnées. Soit

M V=09 - - 1% M1, g, s by, H)
cette valeur, h,h,,....,h, ,, H étant les constantes. On aura

! “p—i?
la valeur la plus générale de V en regardant H comme fonction
de k,,k,, «oyh,_; et combinant 1’équation (7) avec celles-ci:

do OH_ o Op  d OH_
dh +oman = oo =0
_Op dtp oH

FNPRaY): & W

Supposons maintenant que quelques unes des quantités p,,
Dgy« « « +»P,, Par exemple p,,p,,....,p,, manquent dans la fonc-
tion £;. Alors, dans l'intégrale compléte de I’équation f, = a,, les
quantités ¢,,4;,. . . .,q, figureront comme constantes. Soit

V=F (0 1:TargrrTnr Brs Fgyerees G g 1913 Taseeons Gy 4)

cette intégrale, a;,a,,....
duites par l'intégration.

La modification qui est & faire dans la méthode, consiste &
prendre au lieu des équations (4) les suivantes:

2%, 1 ,,A étant des constantes intro-

p—y F oF oF _
,di—l =Pr1r m—ph—av-f'a dTn—p"’
GF oFod_ o 0F_oFid_o
Og, " 04 g, ' gy A gy U
oF OF o4
(8) ; ch,,+EZ_cTn_o’
0F+0FOA =0 dF dF 04 —0
FPRREP VI i CR by B R (LERRD
oF_ L 0F 04 __
Oy j—y 040ty ;'
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dans lesquelles A4 est regardé comme fonction de

o), 0gys - - .,an_k_l,ql,q,,. ooy

Résolvons les équations (8), dont le nombre est 2n —k, par
rapport & antant d’inconnues

PisPase o3 Pps Vy GrgsThrgre » - -1

et substituons les expressions trouvées de ces inconnues dans les
équations du systéme proposé. La premiére f;—a, sera une iden-
tité. Les autres aprés la transformation

foi=0, fi=ay...., [;=a,

ne dépendront que des quantités

04 04 04
@y gy e es @y g1 Gareee s Gas A’ 0_1;’ ('7_1;’“ o 01,,_1;—1,
04 oA 04

i

et la variable ¢, , , disparaitra totalement.

(21 juin 1869).

<

SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS

DU

MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL.

(MATHEMATISCHE ANNALEN, BD. II, 1870).



Les questions sur les intégrales communes & plusieurs pro-
blémes de Mécanique se rapportent essentiellement & la théorie
des équations simultanées aux dérivées partielles. M. Bertrand a
pour la premiére fois résolu une question générale de ce genre,
en donnant une méthode simple et trés-élegante pour traiter les
problémes de Mécanique dans lesquelles les forces motrices ne
dépendent que des coordonnées des points mobiles. L’application
de cette méthode au mouvement d’un seul point a été I'objet des
recherches remarquables de M. Bertrand et de celles de M. Rouché.
Je reprends ici les équations du mouvement d'un point sur une
surface pour faire étude du cas plus général dans lequel les forces
appliquées au mobile sont des fonctions quelconques de ses coor-
données et des composantes de sa vitesse. Or, si une seule inté-
grale est commune & plusieurs problémes, sa forme est arbitraire
par rapport & ces quantités. C’est pourquoi je me suis borné au
cas dans lequel les problémes admettent deux intégrales com-
munes.

La question se réduit & la recherche des expressions géné-

rales des fonctions X, ¥ de quatre variables z, y, %, %, telles
que les équations différentielles

dz @y
w5 =7

puissent avoir deux intégrales communes avec des équations de
méme forme

Rz Py

=% F—h
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La méthode de M. Bertrand n’étant point appliquable & cette
question, je fais usage d’une autre, qui est fondée sur un théo-
réme bien connue relatif aux équations simultanées aux dérivées
partielles. Ce théoréme peut étre énoncé comme il suit:

Soient

/it3 STECREY’

les variables indépendantes, ¥V leur fonction,

) ) 4 v
pl——'&!‘;’ _p"""’d—q_’ ) n oqn

yrecey PoT=

ses dérivées partielles du premier ordre,

Pr1ryPare s+ 3Py

des fonctions de ¢,,4,,. -+ 8,121 Pg» - - - -, P, linéaires et homo-

génes par rapport & p,, 05, . - ., 0,
Supposons, que des équations

1) 9,=0, ¢=0,...., ¢,=0

on ne puisse déduire par 1’élimination de p,,p,,.. . ., p, aucune
relation de la forme

(4,195 « - 439 =0,

et que parmi ces équations il n’y en ait aucune, qui soit la con-
séquence des autres. Alors le systéme d’équations (1), en y re-
gardant ¥ comme inconnue, sera satisfait par # — . fonctions de
13953 - - -1 4, indépendantes entre elles, si les conditions

Op; dp; O, Op; Op; dp; O dp; do; dp;  Og; 0p;
@) G0, 0, 00, gy o0 O W
sont remplies soit identiquement, soit en vertu des équations (1)
pour toutes les valeurs de ¢ et j contenues dans la suite 1, 2, 3....n.

L’expression qui se trouve dans le premier terme de 1’équa-
tion (2) est celle de Poisson. On la désigne ordinairement par le
symbole (9;, 9,)

11 importe de distinguer le cas ou les équations (2) sont iden-
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tiques de celui ou elles n’ont lieu qu’en vertu du systéme (1).
Dans le premier cas je nommerai ’ensemble des équations (1) le
systéme normal et dans le second le systéme fermé,

Soient maintenant & 0, les coordonnées rectangulaires du
point mobile, dont nous supposons la masse égale & I’'unité; ¢ le
temps; £, v, ¢ les dérivées

dz dn dE
‘ at’ at’ dt’
(8) f (E, 0, 0 =0

I’équation de la surface sur laquelle le point est assujeti restef,
et H, K, L les composantes de la force qui agit sur le mobile.
Nous supposons que H, K, L sont des fonctions quelconques de
&0, 68 0, .

On peut regarder &, v, {, comme trois fonctions de deux va-
riables et y telles que leurs valeurs satisfassent & I’équation
fG,,0) =0, quels que soient = et y. D’aprés cefte supposition

les quantités ¥, v, {, H, K, L seront des fonctions de z,y, Z—:—; et

Z—i’. Pour abréger faisons

@_wl dy [2
da -~ " dt

Le carré de ’élement linéaire sur la surface (3)
ds* = d5? + dn®+d®
prendra la forme
ds? = Edz® + 2F dzx dy + Gdy?,

et on aura pour Pexpression de la force vive

1 ds’ 1 [ r o’ I
5 = T=—2—(Eac’+ 2F7 y + Gy?).

Parmi les divers systémes «, y de coordonnées sur la surface
un des plus remarquables est celui pour lequel les coéfficients E

et G sont égaux A zéro. C’est le systéme que Bour a nommé le
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systtme de coordonnées symmétriques. Nous en fairoms usage
dans la suite.

Faisons > »
M= Hg—;+xi‘ﬂ +L%,

on
= + K— L ;
N=Hg+Kg+Ly
les quantités M et N seront, dans nos suppositions, des fonctions
quelconques de z,y,2 et .
Les équations du mouvement prennent maintenant la forme
bien connue
d (0T\ T d (oT\ oT _
@  #(@)—==% uly)—a="
Dans la suite nous fairons constamment usage du signe d pour
exprimer la différentiation compléte et du signe 0 pour désigner
des différentiations partielles.
Les équations (4) étant développées et résolues par rapport &

Pz Py
. T
deviennent
dz oF 1 0k dE\ ,
(BG—FY) ' =GM—FN~+ (Fdx 3F%~ —EG%—).«;’
oG oEN , dG 1 ,0G oF\ ,
(5) +(F—“GW)”+( w*zde GT&J)”"
1 oF\
(BG—F) TY ~EN-FM+ (% SFE —Q—E@——Ed—x)x’
G\ 1 s dFldGl_d_Cf,,
f(F@—EE)xy-;-(F@——EFd—x—?Edy)y )
Nous les écrirons plus simplement ainsi
dPr dy
w=% =71

en désignant par X et ¥ des fonctions de z,y, 2,y dont les ex-
pressions dépendent de celles de M, N, E, F, G. Si z et y sont
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des coordonnées symmétriques, les valeufs de X et ¥ sont

Nous désignerons le probléme défini par X et ¥ simplement
comme probléme (X, Y') et les quantités X et ¥ comme forces de
ce probléme. Nous désignerons également &’ et 4 comme vitesses
du mobile.

1. Les équations

d*x 2y
w=% T

du probléme (X, ¥) ont les mémes intégrales que le systéme
d’équations différentielles ordinaires

dx __ , dy dy

=% @=v, G=% %=v
ou I’équation aux dérivées partielles

oV ,dV ,dV v _

C’est cette derniére équation qui nous servira pour définir
les intégrales du probléme (X, ¥).

Supposons que ¥ soit une intégrale commune & deux proble-
mes (X, ¥) et (X, X). Elle doit satisfaire snmultanement i deux

équations
?;+x’ (W+y'%;+x 3—::+ Y g;— 0,
-‘;—:7+m'3—x'f+y%7+x,§;—,’+ Y, g;:— 0,
ou, ce qui est le méme, & ces deux autres
- %?+w'g—;7+ '3;7+X g—y,7=0,

(X_XI)W—'-(Y_ Yl)d_y’—_-oi
16



— 242 —

L’intégrale V dépend nécessairement au moins d’une seule
des vitesses 2/, 4. En effet, dans le cas contraire, en supposant

oV oV
w=0 =0

le systéme (7) se réduira a l_ine seule équation

aV 297 |

Tz Y @=0’

qui étant differentiée par rapport & 2’ et 4 donne

wv_ v
=0, 3-=0,

et par conséquent (Z)t

stante.
Chaque probléme (X, ¥ ) a quatre intégrales, savoir, troxs qui
sont des fonctions de z, ¥, 2, ¥ et une seule de la forme

_t+F(x ¥,z 7y)

11 est évident que les problémes (X Y)et (X,, Y,) ne peuvent
point avoir trois intégrales communes sans devenir identiques,

c’est-a-dire, sans qu’on ait X = X,, ¥= ¥,. Nous allons nous

occuper des problemes qui ont deux mtévrales communes.

2. Le premler cas et le plus simple est celui od 1'une’ des

vitesses 2’, % ne figure pas dans les intégrales en question.
Soient V et W ces intégrales, et supposons, par exemple,

oV -
ay =0

alors le systéme (7) donne
' ov .
(X -_ Xl) (W — 0,
et comme on ne peut pas avoir en méme: temps

oV oV
pr — =0 et 01,—0

V_ 0. De la il résulte que ¥ est une con-
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il faut que 1’on ait - :
X=X,.
L’intégrale W qui doit satisfaire a 1’équation

ow
X—X) 5+ (¥— Yx) :—0
ou, ce qui est le méme, & I’équation
oW
(Y— Yll). i 0,

ne peut pas dépendre de y, car antrement on aurait ¥ — ¥, et
les deux problémes (X, Y) et (X, ¥,) seraient identiques. Ainsi
V et W ne contiennent pas . _ _

Tl est trés facile de démontrer que 'une de ces intégrales
dépend de ¢, et que ni l’une ni Pautre ne dépendent de y En
effet, soit

V=f(2,y,5)=a, W= F(x’."lax')_Yt: B,
a et B étant des constantes arbltralres et Y désignant zéro ou un.

Résolvons I’équation ,

: f(z,y, x) =a

par rapport & &, et soit :
7’ =\ (w1 Y, %)

sa valeur. _

Substituons-la dans l’equatlon

F(z,y,8)=yt+p

et désignons la fonction
F [w, N CAA a)]

par p.(z,y, «); il viendra ,

w(z, y, @) ==yt -+ f.

En différentiant cette équation par rapport’ at,ona
®) d gy =1
16*
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L’équation (8) doit devenir identique, si I'on substitue au
lieu de « sa valeur f(z,y,%'), car alors elle sera le résultat de la
différentiation compléte de I'intégrale

F(z,y,2) =yt + 8.

Par conséquent la valeur &= f(z, y, #) satisfait & 1’équation

(8); or f(z,y, %) ne contenant pas y on doit avoir
O
=0
oy .

et par suite
I dy. — Y

11 est évident maintenant que y n’est point zéro, car dans le
cas contraire on aurait :—;5 =0 et I’intégrale V¥ serait une fonc-
tion de V; par conséquent on a y=1 et ’

IdF-_
Z BE— 1.

La fonction a ={(z,y, %) satisfaisant & cette équation ne
saurait contenir y, car p. est indépendant de y. Ainsi les deux
intégrales dont nous nous occupons sont de la forme

V=f@ &)=a W=F@z)—t=4.
11 est évident que I'équation

Bz

w=%

est équivalente & celle-ci

,df of d’x_o

Tt

qui s’obtient en différentiant I'intégrale
f(z,2) = a,

et que X est une fonction de z et 2’ seuls.
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Les deux intégrales V et 7 sont les intégrales premiéres de
I’équation B

Et—,—:X.

Nous aurons le cas absolument semblable & celui que nous
venons de considérer, si les deux intégrales communes V et W ne
dépendent pas de &

Dans la suite nous ferons abstraction de ces cas et nous sup-
poserons qu’aucune des dérivées

oV oV
o’ oy
ne soit égale & zéro, ¥V étant toujours une intégrale commune &
deux problémes. '
Cela posé il est facile de voir que les problémes (X, ¥) et
(X, Y,) n’étant point identiques X est différent de X, et Y de ¥,.
En effet 1’équation

oV
X—X) g+ (T — B =0,

se reduit &

( l) dy' = 0
si nous supposons X = X, et &

(X— Xx) r V_ 0,

, oV
sil'ona Y=1X,. Or ,etdx,

Y =Y, dans le premier cas et X = X, dans le second. Par con-
séquent dans tous les cas les problémes (X, ¥) et (X, ¥)) se-
ront identiques, contrairement & la supposition. '

3. Les équations (7) peuvent étre transformées en les deux

suivantes d_V N Y—7, d_V_
o = X—X oy
v 0V 0V XY, —X, YoV

WY gyt X X =0

différant de zéro, on doit avoir

0,
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Désignons pour abréger par k la quantité

Y—¥,
X—X,
et par / la quantité
XY, — X\ Y . .
X=x = Y—kX=¥ —kX;

alors les deux équations ci-dessus deviennent

'l’,+kéZ_0
©) oz oy
oV, 9V , 0V ldV 0.
o Y Ty

Notre recherche se réduira i assigner aux quantités & et 7
les valeurs nécessaires et suffisantes pour que le probléme (X, ¥)
puisse avoir- deux intégrales communes avec d’autres p_roblémes.
Ces valeurs nous donneront sur-le-champ les conditiens pour les
forces X et Y; car si nous avons

k=9, =Y,

nous aurons en vertu des expressions de ket len X, ¥, X,, ¥,
Y—oX={; |

c’est la condition cherchée.

Les valeurs de % et  ne sont jamais infinies d’aprés les sup-~
positions sur les forces X, ¥, X,, ¥,, que nous avons faltes
aun®2, " ) .

Composons 1a fonction de Poisson avec les deux expressmns

oV oV oV 0V 0V 0V
W_'-k +1l=;

W’ —07-"-%%—'—?/53; W’

nous formerons I'équation

l_

14
(10) 55 + & dj T V)=

0V+< ol k
dy

14 ,dk 0k\ oV
oy )
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qui est satisfaite par toutes les valeurs de %, ! et ¥ qui satisfont
au systéme (9). Composons la fonction de Poisson avec les pre-
miers termes des équations (10) et (9), et nous aurons deux nou-
velles équations qui seront satisfaites par les mémes valeurs de
k, I et V. Or, d’aprés notre supposition, le nombre des intégra-
les communes & toutes ces équations étant deux, il faut que
quelques-unes d’entre elles soient identiques ou des conséquences
des autres. Ainsi nous aurons des équations de condition pour %
et I, qui nous permettront de trouver les valeurs générales de
ces quantités.

Nous distinguerons le cas ol les deux intégrales communes
ne dépendent pas du temps de celui ou l’une d’elles contient le
temps. :

4. Le premier de ces cas est trés-simple. Les deux intégra-
les en question ne dépendant pas de Z, le systéme (9) se réduit
au suivant oV

v
"%—I—k 0:'/——0
,0V 0V L0V

+!—==0,

T Yoy Ty

ou, ce qui est le méme,
oV oV
l P ——+k— i =0,

(11) dV yov ldV
Z oy

Ces deux équations étant combinées pour former la fonction
de Poissons, donnent

k 'NoV (1 dl kK da 1 1ok ok ok ar
o (-5)5- (3 5535249

=0.

Z o T 72 X oy oz oy

Or D’existence de deux intégrales communes, fonctions de
quatre variables z, y, 2, ¥/, exige, d’aprés le théoréme émoncé
plus haut, que le systéme (11) soit fermé ou normal. Il ne saurait
étre fermé, car 1’équation (12) n’a pas lieu en vertu des équa-
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tions (11); il doit donc étre normal et 1'équation (12) identique;
par conséquent on a

E oy 0. L ol  k d l ! ok ok y ok __
£ 23 Lo doy 3 % oy

et il en résulte

La derniére équation a pour intégrale générale

’

= n (I, Yy, %))

I1 désignant une fonction arbitraire.

Les valeurs trouvées de k et [ donnent pour les forces X
et ¥ la condition suivante

’

(13) x’Y—-y’X:w’3H(w, ¥, %)7

qui est nécessaire et suffisante.

Pour avoir les intégrales cherchées substituons au lieu de X

et ¥ respectivement
Fz Py
ag = dft

dans I’équation (13). En prenant alors z pour variable indépen-
dante il viendra

d*y dy
a="0(%v 3)

Les deux intégrales premiéres de cette équation sont aussiles
intégrales communes que nous cherchons. La fonction IT 6tant
arbitraire, elles n'ont pas la forme déterminée comme fonction

K/
de z, Y, ZJL'-'

H. 1l nous reste & étudier le cas dans lequel une des deux
intégrales communes dépend de . Reprenons les équations (9)
et (10), qui ont lieu pour toute intégrale commune V., En dé-
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signant, pour abréger, par m ’expression
ol o,k 10k o0k

ces équations formeront le systéme
4 oV
H+k5y—,—0,
oV . oV OV 0V
A4 kal?+m-qz-—-0
o oy o —

qui dans le cas dont nous nous occupons doit étre fermé ou nor-
mal. Faisons pour abréger

oV oV
A(V)Z 5:5’+kd_y"

o 0V OV iV

B(V)z—d—t—i-w = Y E?/—+ZW’
i) 4 ov oV

A(V), B(¥), C(V) désignant. des opérations différentielles com-
plétement déterminées, executées sur la fonction ¥ dont la der-
niére peut étre représentée ainsi

(15) C(V)=A[B(V)]—B[4(V)].

Combinons A4 (V') et C(V) pour former la fonction de Poisson,
faisons le méme avec B(V) et C(V) et nous aurons les deux
équations
A5 + [A@m)— O] 5 =0,

(16) oV oV
[B (k) —m] 5+ [B(m)—CO] 5, =0,

qui doivent étre identiques. En effet, le systéme (14) étant fermé
ou normal et les équations (16) n’ayant point lieu en vertn de
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ce systéme, il faut qu’elles aient lieu identiquement. Ainsi il
vient

(17) A(k)=0, A(m)—C(k)=0, B(k)—m=0, B(m)— C(})=0.
Or il est facile de faire voir que 1’équation -
 A(m)—CE=0
est la conséquence des deux autres
Ak)=0, B(k)—m=0.

En effet, de 1'équation
m= B(k)

4 (m)=A[B®)],

et, comme on a A (k) = 0, il vient

on déduit

A(m)= A[B®]—BA®),

ou, d’aprés (15),
A (m) = C(k).

- Les équations (17) se réduiront don¢ aux suivantes
(18) A®) =0, m=BEk), Bm)—C@=0.

Elles représentent les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le systéme (14) ait deux intégrales communes, et détermi-
nent les valeurs générales de & et /.

6. L’intégrale générale de I'équation

Aty =% ;’k =0,

est donnée par la formule
_(19) (P(.’D, Y, y’——ka:’, k)=07

¢ étant une fonction arbitraire.
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De 1a on peut déduire
(20) k=9 (,y,y —kz)

dans tous les cas excepté celui, ot la derniére des quatre quan-

tités 2,9,y — k', k

ne figure pas dans 1’équation (19).
Dans ce cas on obtient

,’l/’— k' = f(@,y)
et, par conséquent,

— y’—f(xa ?J)
(1) p=1=L50,

La fonction { étant arbitraire, les fonctions ¢ et f le sont
également. Nous supposerons que f ne soit pas zéro, car en fai-

sant f(z,y) =0, on aurait k= %{7 et I'on obtiendrait le cas con-
sidéré au n°4.

Les deux valeurs (20) et (21) de k conduisent & deux formes
des intégrales.

Considérons d’abord la valeur (20) de k& et prenons y—ka'
pour une des variables indépendantes au lien de g, ce qui est
possible, % étant défini par I’équation (20).

Introduisons la nouvelle variable dans I’équation

aV

0V+k —=0.

[ZE"
En désignant par # la quantité ¥’ — &z’ et par A la fonction
V exprimée en ¢,2,y,2 et &, on aura

v _os  or o
or — 0% " oz ox .

oV __dA dz
Wy
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Or de I’équation
2=y —ka
on déduit
0z __ r Ok 0z __ ¢ 0k
o= (k+w Frd ) dy,—l—a: o

et par conséquent il vient

OV oA /., ok\oA

i = o T %)
0_.V—— (1 __x'%)oA.
oy oy | 0z

De 13 on obtient

0V+de oA (dk -k dlc)%j;&

oz of — or  ~\ox dy =0,

et, en vertn de 1’équation

ok ok
EZU_’ +k -0—y—,' = 0,
on déduit
0A
d_x’ =0.
Il résulte de 13 que l'intégrale indépendante de ¢, que nous

désignerons dorénavant par ¥, est de la forme
(22) V=A(z,y,7)
et 'intégrale, dans laquelle figure ¢, a la forme
—t+M(z,y,2).
Adoptant maintenant la valeur
p=Y—f@y)
Zx

on aura

oV oV . y—f(xy) oV
0’ k_ 0’ -+ z oy —
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(23) V=A (7?/7 f'(x 1/))

A étant une fonction arbitraire.
- L’intégrale avec le temps est de la forme

— 4+ M (2,4, LED).

7. Nous allons maintenant chercher la dépendance mutuelle
des deux intégrales communes, et pour embrasser ensemble les
deux cas considérés dans le n° précédent désignons par & la quan-
tité 2, si V est de la forme (22) et la quantité

x

si la forme de V est donnée par la formule (23). Soient
A@,9,0)=a, —i-+M(2y85=§
les deux intégrales en question, « et 8 étant des constantes arbi-
traires, et E=A(,9,)
la valeur de &, déduite de I’équation
A@,y,8)=a.
Substituons-la dans I’équation
M(z,y,5)=1t+§
et supposons que celle-ci, aprés la substitution, devienne
@y, ) =1t -+ B.

Différentions cette équation par rapport & ¢, il viendra

(24) ZE; S 3"' y=1.
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_ Ce résultat devient une identité, si I’on y remplace a par la
fonction A (z,y,%), car alors il sera le résultat de la différentia-
tion compléte de 1’intégrale '

M(2,9,8) =1+,
dans lequel on a substitué au lieu de

Bz A
@ ot
respectivement X et ¥ ou X, et ¥,.

La valeur A (z,y,%) de o satisfaisant & I’équation (24) ou, ce
qui est le méme, & celle-ci

| 9 9
(25) dt=£dx+£dy,

il est facile de démontrer que 1’équation (25) donne pour df la.

méme valeur qu’on obtiendrait de I'intégrale
Az, y,5)=a
en la résolvant par rapport & df. Soit cette derniére
(26) dt = Adw + Bdy
A et B étant des fonctions de z, y, «, savoir

_._?(x’y’l) —_]_'_ -
A.—— 7‘ 7 B-— )\7 .

AN

si 'on fait ¥ =2, et
_*  p=_1
@y’ f(x, %)’

E— y—rf@y,

xl

A=— B=

si ’on suppose

A dans tous les cas désignant i(x, Y, ).
La valeur a=—=A(2,y,%) satisfaisant aux équations (25) et
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(26) satisfaira aussi & 1’équation
o - O A
(A—B—E)dm+ (B—Ey)dy =0,
ou a cette autre |
z _ dy/ x
Or celle-ci ne peut étre satisfaite par la valeur mentionnée
qu’en faisant

_&_ p_%_,,

car, dans le cas contraire, A (z,y, E) seralt une-fonction de z, Y, Z

ce qui n’a pas lieu.
Ainsi on a

De lail rt_f:sulte que 1’équation
Af(z, Y, E)= a,

étant résolue par rapport & d¢, devient
O gy O
dat = p dz -+ 3y dy

mtégrable par quadrature. Son intégrale
t+f=p@y,a)

n’est autre que l'intégrale commune avec le temps.
Ainsi la recherche des intégrales communes se réduit a celle
de Pintégrale indépendante du temps.

8. Considérons d’abord la forme
- V=Axy,2),
z désignant la quantité y'— &z’ et k étant défini par 1’équation
(27) k=¢(z,9,2).
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La premiére des conditiéns (18)
AR)=0
est satisfaite par la valeur (27) de %; quant & la seconde
m—B(#k)=0,

qui étant développée devient

a T S A
(28) d’+"'dy_2( - Jd“ zdy)_o,

elle nous donnera la valeur de /.

Prenons z, y,2’,# pour variables indépendantes et composons
d’abord les dérivées partielles de % au moyen de l’équation (27),
ensuite celles d’une fonction quelconque V, de z, y, /4. En

désignant par A, la fonction V, exprimée en z,y, 2" et 2, nous
aurons

a9 : dp
ok oz , Ok oy
- = ? —_—= ?
0z 1+z'gq’ % 4R
2 0z
09 09
ok __ Pa ok _ o
or , 09’ o , 0p’
(29) 1+z5; 1+:::0—‘r

0z
oV, oA, o oA oV, 1 oA
9 % 9 % 97 94
o 0z 1+z'g—:’ de = oy 1+a:’g—: dz

En faisant ¥, =17 on aura les dérivées de /. Substituons-les
dans I’équation (28); il viendra

do e de 9y
1 a0 l+zay+x( oy)
2 ox 1+:z:’:;—’:qz
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On peut regarder cette équation comme ordinaire & une seule
variable 2. Elle est linéaire et du premier ordre. Son intégrale
générale se trouve facilement et peut étre représentée ainsi

(30) z—_—ch+2z(d?cp+d§)

0«» 99 dp . 09 d9
+[ 2P 4 +<pdy z@-aw

& étant une fonction arbitraire de z, 9, 2.

La valeur
V=A(,y, 2)
de D’intégrale cherchée satisfait & la premiére équation
Vv dV

du systeme (14); il nous faut encore satisfaire a la seconde

%14 %4 oV
(31) xd—x+y7‘§+ldy,—0
le terme %7 étant maintenant égal & zéro. Quant 3 lzi troisiéme,

élle aura lieu en vertu des deux premiéres.

Pour satisfaire & I’équation (31) transformons-la au moyen
des formules (29) en y faisant V, =V, A, = A; elle se réduit

alors & la suivante
oA , 09 0A
[ (e+ed) 5 —*n )™
g dq; 0A 0A) dA(dcp oe\ _
-z (dx—'—o?dy oz +°?dy> =0.
Substituons ici la valeur (30) de [; il viendra

oA dA dA dq> dp = Odp\O0A
z(du+<b +w[ q>+z ) +z(2¢32+—5—y)52]

wop[0A  OA do 6¢p>dA"

2 iy i i 4 i O Tl

+a:-~d; dx+?dy+z<(bdz+dy dzJ_O'
17
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Les fonctions @, @ et A sont indépendantes de «’; par consé-
quent le coéfficient de ', celui de 2® et 1a somme des termes, dans
lesquels &' ne figure pas, sont séparement égaux i zéro. Ainsi
nous aurons trois équations qui se réduisent & deux indépendantes
entre elles

OA oA
d_y +¢ % = 0,
A A dp g\ oA
5§;+?7)_1—/+z<¢—d?+())02 0.
Etant résolues par rapport &
()_A et %
ox oy
elles deviennent
oA +¢(—jl—\‘: 0,
(32) oy 0z
: dA ? ?) oA __
=t z((b F P oP dz——O.

Pour satlsfalre 4 DPéquation (31) il faut que A satisfasse si-
multanément aux équations (32). Le nombre des variables du
systéme (32) étant trois, et ce systéme, n’étant point fermé, il
fant qu’il soit normal. Combinant donc les expressions

A . 0A A dp g 0A

Z% @ [ (cb +rh/) o |2
pour en former la fonction de Poisson et égalant le résultat &
zéro, on aura '

b do o o
(33) ° [ (cp ‘*’+de’) o |2 —
9 0«» 0? ]
=52 ( i o?d):|+¢ [ o2 —g

ou en développant

o 0p\ dd  dp I 0? ., k) ,d“q;)-
(34) %~+(cp 5! )dj+zdj t z(dy +20 3L+
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 C'est la condition nécessaire et suffisante pour que le systéme:

(32) ait une solution. .

Maintenant les valeurs (27) de k%, (30) de / et A (z,y,2) de

V satisfont au systéme (14), les fonctions ¢ et ® étant assujeties

a la condition (34). ’

9. Nous allons maintenant chercher les condltlons nécessaires

et suffisantes qu’il fant imposer aux forces X et Y. Elles sont
exprimées par ’équation

Y—iX=|,
qui dans le cas dont nous nous occupons devient
— 9% g4 92\
(35) Y—@X_z¢+2z<%¢+d—y)w+

dp do 0 \*] »
”{ %«, TR z“’(&)]” ’
o et ® étant des fonctions de z, y, # liées entre elles par 1’équa-
tion

e dcp)dfb do 0 d’q) 2o R0
(36) dx+<? oy z(h/ 0z z(du Qq)dudz q)dz”)

et la variable ¢ g’exprimant en ,y,2’,y 4 1'aide des équations
(37) s=y—ka’, k=o(,y,2).

Pour avoir l'expression la plus générale des forces X, ¥, il
nous faut avoir recours i P'intégrale générale de 1’équation (36)
qui peut étre exprimée, comme il est trés-facile de le vérifier, de
la maniére suivante:

Soit % une variable auxiliaire et F(z, y, ) une fonction quel-
conque de z,y, u. Substituons F(z, y, w) dans les formules

oL
(38) <b=%§,_ 9=F|;¢(w,u)—f—€“£)dy]y

Y (z,u) étant une fonction arbitraire, et aprés avoir fait les diffé-
17*
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rentiations et P’intégration, indiquées dans ces formules, rempla-
cons w par sa valeur en fonction de 2,7y, 2, qui snit de 'équation

8 =F(z,y,u);

alors les formules (38) donneront pour ® et ¢ les valeurs les plus
générales que ces fonctions puissent avoir, et qui satisfont &
P’équation (36).

Si nous substituons ces valeurs dans 1’équation (35), nous
aurons I’expression la plus générale des forces X, ¥ en supposant
I'une d’elles arbitraire et ’antre définie par cette équation.

Les fonctions arbitraires F(z,y,u) et {(z,u) qui y entrent
ne dépendent point ’une de 1’autre.

Supposons maintenant que 'on donne une des fonctions ®, .
La détermination de 1'autre dépend alors de l’intégration des
équations différentielles ordinaires.

En effet, soit ®(2,9,7)
Pexpression donnée de ®. Nous trouverons F(z,y, «) en intégrant
Péquation ordinaire du premier ordre

%:(b(x,y,F),

et remplacant la constante arbitraire, qui entrera dans I'intégrale
générale par une fonction arbitraire de z et w.

Ensuite nous déterminerons ¢ en substitnant 1’expression
tronvée de F dans ’équation

1
P =F[¢(x,u) —Jdg—f)dy]-

Si ¢’est la fonction ¢, qui est donnée en z,y, 2, I’autre fonction
& sera déterminée par I'intégration de 1’équation (36). Or cette
intégration se réduit & celle du systéme d’équations ordinaires

dp = dy dz do
- dq; 0q> o ”2o 7o\
o— 0‘ Z@ (0y2+2q)dydz+‘b2?)
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Il n’est point nécessaire d’intégrer toutes les trois équations
de ce systéme; les deux équations

d de

9 =—y_—
(39) dx ——zaq’ i
? 3y

suffisent. En effet, soit ¢ (z,y, 2) l’cxpressmn donnée de 9. La
fonction F'(x,y,w) se déduit alors de 1’équation

q’(xy’F) ={(z, u)__J - gy,

ou de cette autre

1
) (sE90) _#)
dy\ F or
qui, en la développant, devient

dp  dp 0F\ _ JF _oF
P~ Fa) "% —a

Or I'intégration de cette équation, qui peut étre représentée ainsi

JF dp \OF _ - 0o
ox""(? FdF)dy Fdj

se réduit & celle du systéme d’équations ordinaires

(40) do=—Y =

Ce systéme n’est autre que (39) dans laquelle z est remplacé
par F.

Ainsi la fonction ¢ étant donnée, nous n’avons qu’a intégrer
les équations (39) ou (40). Soient

.0 (z,y, F') = Constante,
¢ (2,y, F') = Constante .

les deux intégrales du systéme (40). Nous aurons la fonction F
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de 1’équation
11 [w(x,y, F)r q(xﬂ‘/’l',):“] =0,

11 désignant une fonction arbitraire. Quant & ® on I'obtiendra de
Péquation

aF
P=—-
oy

10. Quand on veut reconnaitre, si les forces données X etY
satisfont aux conditions du cas qui nous occupe, on sera quel-
quefois conduit & des opérations algébriques difficiles.

Soient ' . .,

X y,2,y), Y(@9,2,9)
les expressions données de X et ¥. La quantité ¥— ¢X étant
exprimée en z,y, 7, 2,9, au moyen de I’équation

7= yl__ wr Q
devient égale a la fonction
Y(x’ Y .’6’, Z+ 1}, CP) — “?X (Z, Y, x'7 2+ ?)1

que nous désignerons pour abréger par /.
Le seul cas dont nous nous occuperons est celui dans lequel

les fonctions il 1

l, ﬁ b 6.’4?5

ne deviennent point infinies pour #'=0, quels que soient z, 9, 2, .
Alors Déquation (35) fait voir que l‘expression de / est de la
forme

(41) | = 2P+ 2Qz'+ Rz?,
P, Q et R étant indépendants de z', et ayant respectivement les
valeurs que prennent les fonctions

l 1 d 1 1

?

7 2047 2047

pour ' = 0. Par conséquent P, @, R sont des fonctions données
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de z,y,2 et ¢. Il est trés-facile de s’assurer qu’elles sont de la

fi
orme IP=m+ncp,

(42) 1 Q=P +qp+ 19,
B= s + tp +up?+-vp’,

les coéfficients m, n, p, q, 7, s, £, u, v étant des fonctions déter-
minécs de z,y, 2.

En comparant les valeurs (41) et (35) de / on aura

|¢=P, (g“’qx—.-"“’) Q,
(43) ¢
9p dp do do de\?__
d$+?~+z5;$+zq)(%_)—3’

_Tout se réduit donc & savoir 8'il existe une valeur convenable
de ¢, qui satisfait aux équations (43), (41) et (36). Les équations
(43) en vertu de la valeur P de & deviennent

d d g 2
(?P+ qz) Q, 0z+qzd;+z—%’—gg+zP(g$)=R.

En les résolvant par rapport &

g% et %’
on obtient

(44) 2 ’)‘P PR L0, B@—en 2+ ¥ _R—

Jz 2

Quant 4 D’équation (36) elle peut d’abord étre écrite dans la
forme (33), savoir,
— ?“’J

00 [ (.00  0p\ dq)

= l5(®
ol

@“l-%‘ é‘\-e

et ensuite, en vertu des équations

¢ =P, (¢3:+d?> P = Q —9P,
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dans la forme

dP 0P do 01 do
+ —
oz oo Oz +(@ P)( dq; dz)

—d_y(Q q>P)+P (@ —9P).

Cette équation se réduit en Ia développant i la suivante

JoP 0P
@D G + T (E+@—en )=
_0Q 0P /0@ 0P\ (0@ 0P\ (dp . 50
dy ?dy—'—P(dz q’—d?)"_( de P—?"d?)<dy+P )
et, en vertu des équations (44), & cette autre
oP 9P 0Q dQ Qo _ P
(45) dx-.-cp@-.-q R— +P i

Les dérivées partielles qui ﬁgurent dans cette équation sont
prises en regardant les variables z,y,2, ¢ comme indépendantes.

La valeur cherchée de ¢ doit &tre une des racines de 1’équa-
tion (45) qui dans le cas général sera du troisiéme dégré.

11 est trés-facile de composer une autre équation a laquelle ¢
doit satisfaire. En effet, ¢ étant une solution du systéme (44), il

faut que la fonction de Poisson composée en combinant les deux
expressions

ner-t

2r@—oPE+Y R

donne zéro pour résultat soit identiquement soit en vertu de la
valeur cherchée de ¢. Nous aurons ainsi une équation qui, en
ayant égard & I’équation (45), se réduit a celle-ci

(), 9 (29_ (9 99
dz(z>+dy( z R)+(Q—?P)5;(7)+sz< R)
et en la développant on obtient d’aprés les équations (44)

9, dQ dQ oQ R oR
46) il i
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Cette équation, dans laquelle les dérivées partielles sont prises
dans le méme sens que dans Péquation (45), doit étre satisfait
par la fonction . Dans le cas général elle sera du quatriéme
degré par rapport a o.

La résultante obtenue en éliminant @ des équations (45), (46)
doit avoir lieu identiquement. Cela nous donnera une équation

entre les quantités
m’ n).p’ q, r’ s) t, “7 v

et leurs dérivées partielles.

Si ancune des équations (45), (46) n’est identique nous essaye-
rons chacune de leurs racines communes en les substituant dans
le systéme (44) et dans I’équation

I = 2P+ 2Qz'+ Ra".

Si quelques-unes d’entre elles y satisfont, les forces données
X et ¥ satisfont & Péquation (35), qui exprime les conditions du
probléme. Dans le cas contraire X, ¥ ne conviennent point.

Si une seule des équations (45), (46) devient identique, nous
essayerons d’une maniére semblable les racines de ’autre.

Si toutes les deux sont des identités, le systeme (44) aura
une solution, et il faut qu’elle satisfasse identiquement a I’équation

l = 2P+ 2Qz'+ R,

11. Dans tous les cas les deux intégrales cherchées seront
trouvées en intégrant d’abord le systéme normal

dA +P d—é =0,
47) oy oz
A, z(¢@+?¥9)— P A 0
oz o Vo) T o T
pour obtenir sa solution A (z,y,2), ensuite en résolvant ’équation
A (.’D, Y, Z) =a

par rapport & d¢ au moyen des équations
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dy — kdx
—_——y—

# at

k=o(z,y,2)

et enfin en prenant une quadrature.
Quant & lintégration du systéme (47) elle se réduit i celle
de deux équations ordinaires du premier ordre, dont la premiére est

dz

La variable z doit étre traitée ici comme une constante. Soit

Constante = w (2, y, 2)

I'intégrale générale de I’équation (48); alors en prenant pour
variables indépendantes #,y,w au lieu de z,y, z dans la seconde
équation du systéme (47) on obtiendra une équation linéaire et
homogeéne par rapport aux dérivées

oA o
0z’ 0o
dans laquelle les quantités A
Y, Fy’

ne figureront pas. L’intégration d’une telle équation peut toujours
étre ramenée a celle d’une équation ordinaire du premier ordre.
Son intégrale générile donne la fonction cherchée A (z,y, 2).
12. Considérons maintenant la forme (23) de I'intégrale V.
Soit donc -
V=A (.'l:, y,y,—;:,(—@) =a.
De 1i on déduit

(48) V@D — ) (2,y,0)
et de cette équation, en la résolvant par rapport i df, on obtient
2 dz 4+~

f f

En vertu de ce que nous avons dit au n°7 il faut que cette

df = — d_’l]-
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expression de d¢ soit une différentielle compléte, et par conséquent

il faut que l'on ait B d_('ﬂ — d_(_ﬂ
dy ox

On déduit de 14 la valeur de A

1
7\=f‘:ﬂ(w,a)——fd—((—);—)dy],

I (z, a) étant une fonction arbitraire.

Nous n’avons qu’a substituer la valeur trouvéc de A dans
I’équation (48) pour avoir lintégrale V; elle sera déterminée par
la résolution de I'équation

.. PR
(49) ”—x,_.fl‘=n (x, a)—f—g);—)dy

par rapport & . »
De P’équation (49) on déduit facilement la valeur de d¢

oL
dt = "?" —_ [11 (x, ) ——J—(ag—)dy:\ dzw

et Vintégrale avec le temps

t+g3=f{ﬂl];’—’——|:n(x,a)—fi(d;i)dy}dx}-

Pour obtenir les conditions pour les forces X et ¥ il nous
faut avoir la valeur de I. Nous l'aurons facilement de 1’équation

OV AV 0V

(50) x%+ydy+ld—y,=0.
Faisons pour abréger ‘
z — y’_f dJ (—;T) d
o iz Y
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t soi
et soit a=V=Q (z7 C)

la valeur de ¥ qu'on déduit de 1’équation (49).

Composons les dérivées de ¥ pour les substituer dans I'équa-
tion (50); nous aurons

1
w_n_ |y oo (3, |
gz & | oz dx) o& W|T@’

W _ L (g o\R
oy x’f’(x' +-”d_y)o_:’
o _ 109

o — A
En désignant maintenant par o (z,{) le quotient
0Q 90
—_ 7" (TZ,
on aura de I’équation (50) la valeur suivante de /

l=2"? l:w(x Z)—ifd
7 ox oz

1
(T) ’ l()l()gf /. dlogf
dyJ+2xy e +y? o

Les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles X et ¥

doivent satisfaire dans le cas en question sont expriimées par
I’équation

1
f¢ d F
¥Y— y fX_ ’[w(fv,C)———f——g;)dy:|+2x'y'dl(;)gf y"'il%gf,

w (z,{) étant une fonction arbitraire de z, et de

st 4

L’intégrale V= Q(z, C) sera déterminée par 1’équation

w(z,c)‘;-‘z‘=o.
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13. Nous allons maintenant appliquer les formules générales
au mouvement d’un point sur un plan et sur une surface quel-
conque sous I'influence des forces H, K, L, qui ne dépendent que
des coordonnées du mobile.

Quant an mouvement d’un point sur un plan, on peut prendre
les coordonnées rectangulaires dans ce plan pour z, y et faire
dans les formules (5)

E=1, F=0, G@=1.
Alors on aura

(51) dz __ By

M

a=M =¥

M et N ne contenant point z et y'. Les valeurs de k et ! seront
données par les formules

g =N, MN—MN
—M——.Ml’ _ M'—‘-Ml ’

d’od Pon voit que ces quantités ne dépendent pas non plus de 2’
et 4. Or maintenant % étant une fonction de z, y, il faut prendre
les formules des n™ 8 et 9 et faire
k=o(z,y).
En exprimant que la valeur (30) de I ne dépend pas de z et

dp _
T 0, on aura

: o o o
(52) dz+qo—q’=0, T,

en y supposant

et ’on doit que & est de la forme

o—EY
-2

o(z,y) étant indépendant de 2.
On déduit des équations (52)

dop dp
=0 9=0

et on conclut de la que % est une constante.
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L’équation (34) en vertu de la valeur constante de ¢ devient

ds (z,9) oo (z,y) __
p -k P =0,

L’intégrale générale de cette équation
O'(:li,_’t/): [l(y-—-k:r),

dans laquelle I1(y — kz) est une fonction arbitraire, donne pour
! la valeur !
=20 =1 (y — kz).

De la nous aurons les conditions pour M et N exprimées par
Péquation

(53) N— kM =T (y— ka).

Pour avoir les deux intégrales communes au probléme (M, N)
et 4 d’autres probleémes, le plus simple est de substituer au lieu
de M et N respectivement les dérivées

Po Py
ar’  de

dans I’équation (53). Nous aurons de la sorte

& (y —k2)

de =1 (y - kx)'

(54)
En intégrant cette équation et désignant par IT, (z) la fonc-
tion [I1(z)dx, les deux intégrales en question scront exprimées
ainsi 1., ) ‘
?(y—k:li)s—ﬂl (y—kx)=a's

Ll dg—k)
R bt

Dans la derniére équation, aprés avoir fait P'intégration, on
doit remplacer « par sa valeur

| ) .
- (—ke P — 11, (y — ka).
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Considérons maintenant le mouvement d’un point sur une
surface. Désignons par z,y les coordonnées symétriques sur cette
surface; alors d’aprés les formules (6) nous aurons

N dlgF ., - M _dlogF .,
Tt Y=EF T Y

X =

Soient M,, N, les quantités analogues & M et N qui se rap-
portent & un autre probléme (X, ¥,) sur la méme surface, ayant
deux intégrales communes avec le probléme (X, ¥). Nous suppo-
sons que M, et N, ne dépendent point de z’, y'. Nous aurons
semblablement
%_dlginrg, K:%—ﬂ%ljy”.

X, =

En désignant par = la quantité

NM, — MN,
FON—N,)

nous déduisons des formules précédentes

Y—Y, M— M

k= X—X, N—DN,
_ Y X—XY dlogF .,  dlogF ,,
(55) l_———-——X_X1 =n-+k i T Ty Y

La quantité k est maintenant de la forme o (z,y), par consé-
quent il fant prendre les formules du n°8 et n®9. En faisant

’ ’
=2+Z9

dans P’équation (55) pour exprimer / en fonction de z,y, 2, nous
aurons

l=(n—z’

dlog F' dlogF , dlogF' dlog F\ ,
_—."y ) 20 zx+q>( o @ Jy——)x .

Comparons maintenant cette valeur de ! avec celle du n°8

_ 9., 0 (99, 092, .92 % g%\ ] ,m
=20+ 2z( D+ ) +|_013 q)()J zo‘/dz zd)( ~>Jx,
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il viendra
_n dlogF  do do dlog F
<I)_.—z——z oy dzq)_'_dy —¢ oy
do do do do (%)’_ (()logF__ dlogF>.
dx+?dy+zdy$+zq) 9e) = P\ "o T Py
Or en remarquant que z est égale & zéro, on aura
lq)____ai_zdl(())glf’, gq.z ___(PdlogF,
(56) y y %
_d;g_'_ dp (dlogF_ ()lOgF>.
0z ?_513_ *\ "oz ? oy

 Les fonctions @ et o satisfont & I'équation (34) du n°8. En
vertu de la valeur actuelle de & elle devient

1/0n on dcp 0’logF 0’logF d@dlogF Po
Hmromma) (T o )

Les quantités ¢, ¥, n ne dépendant point de 2, on aura sépa-
rément

o e %
57) az "y Py T
( PlogF PlogF  dp dlogF o _
gy TP o oy oy o
Les fonctions ¢ et F satisfont donc anx équations
oo dlog F
w= T YTy
0 0 dlog F dlogF
(58) dx"'?d; ‘P( oz —¢ oy )’
PlogF PlogF  dopdlogF  Po —
0xdy+q’ o +5.1—/ o +dy’ 0.

Les deux premiéres de ces équations étant représentées ainsi

?
dlog (pF) _ ‘”"g(f)__ dlog (¢F)
oy 0, g Y oy
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g’intégrent facilement et 1’on obtient

(59) ? =$—:: = wz.yy
oz et Yy étant des fonctions arbitraires.

Les valeurs (59) satisfont & la troisiéme équation (58). La
premiére des équations (57) en vertu des valeurs (59) devient

1 (3logn 1dlogn__ ¢y

oz oz %y 0y (WP
Elle peut &tre facilement intégrée. Son intégrale générale est
exprimée par I’équation

(60) n=:;;l'[(fmxdx-—fq;ydy),

IT1 désignant une fonction arbitraire. Les équations (59) et (60)
conduisent immédiatement 3 la condition nécessaire et suffisante
qu’il faut imposer aux quantités M, N. En effet, d’aprés les va-
leurs de & et » nous aurons

b= M—M oz
TWV=N " W
_NM-—MN, _ 1 M—MI 1 oz
F(M—M,) —mx.\py(M N—N, )_-mw.xpy(M Jy N)
: 1
_@H(fmzdx—fq/y dy)-

Cela nous donne
M N

(61) E—@_n(fmxdx——fq,y y ).
C’est 1a condition cherchée.

Pour avoir les deux intégrales dont nous nous oceupons,
substituons dans I’équation (61) au lien de M et W leurs valeurs
qu’on obtient des équations

@z N JlgF ,, dy M __ OlogF .,

WETFT T T @ T oy 7
18
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En vertu de P’équation

F=owzx .q;y
elles deviennent

fi dtﬂ‘l"‘J"‘ Y yy= @”’)’

y_ @wz+x"m'x L IC LI}
W= a@ ="

En les substituant dans I'équation (61), il viendra
@ (f oz dz— [ §y dy) /
e 80t [ [

Par P'intégration de cette équation on obtient les deux inté-
grales en question. Elles sont

(@ 0z — y' fy)? + 211, (fozde— [{ydy) = «,

_ oz dz— by dy _
t+f\/a—2lll(fmxdx-—f¢ydy) o

Nous avons désigné par II, z la fonction fTxdz. Aprés avoir
fait Vintégration dans la dernidre équation on remplacera « par
sa valeur.

L’équation

F=wz.{y

fait voir que la surface sur laquelle reste le mobile doit étre dé-
veloppable.

Les cas particuliers, auxquels nous avons fait I’application
des formules générales, peuvent aussi étre trés facilement traités
par la méthode de M. Bertrand.

5.

SUR LE THHEOREME

DE

POISSON ET SON RECIPROQUE.

(MELANGES MATHEMATIQUES ET ASTRONOMIQUES TIRES DU BULLETIN DE L’ACA-
DEMIE DES SCIENCES DE ST.-PETERSBOURG, T. IV, 1872; LU LE 20 AVRIL 1871).

18*



On démontre dans les traités de Mécanique Analytique que,
¢ et | étant deux intégrales quelconques d’un systéme canonique,
la fonction (¢, {) en est également une intégrale. Mais la propo-
sition réciproque de ce théoréme célébre n’a pas encore été dé-
montrée. Il est remarquable, qu’en supposant que 1’expression
(9, §) devienne une intégrale d’un certain systéme dont ¢ et ¢
sont deux intégrales quelconques, on est obligé d’admettre la
forme canonique de ce systéme.

Je vais démontrer dans cette note les deux théorémes en les
réunissant dans une seule démonstration.

Quand il s’agit des intégrales d’un systéme d’équations de la
forme

dz, dr dz,
1 d:l::—:—’:-:—n
) X, X, Xn_,
Z, %, &y,. ... T, étant les variables et X, X,,.... X leurs

fonctions, on peut considérer I’équation correspondante aux dif-
férences partielles

ov ov ov v
dont les intégrales appartiennent au systéme (1) et réciproque-
ment.

Je me servirai ici constamment de ’équation aux différences
partielles au lieu du systéme qui lui correspond.
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Cherchons d’abord quelles sont les conditions nécessaires et
suffisantes pour que la formule
ov dv dv
Yl(—);l+ 1’2;’;2+-.- ce Yn@—-a

n

dont les coéfficients
Y, Y,...., Y

n

sont des fonctions de z, z,, #,,. ..., z,, devienne une intégrale
de ’équation (2) pour toutes les intégrales v de cette équation.

En adoptant 'algorithme de Jacobi, .désignons les expres-
sions

ov ov dv ov
-()—x—l—de?—!-X,d—-l—' . o Xﬂ?x-;‘,
v ov
Yld’l) Y —l- +Y"07

respectivement par
X@), Y

nous aurons identiquement pour toute fonction v*)
X(Y(v)) — Y (X () =
dv d
(X () — Y(X‘)]B}T" [X(¥)— Y(Xa)]a_:z"" e
- [X(E)— P&

En supposant maintenant que v et ¥ (v) soient des intégrales
de ’équation (2), il viendra '

| x@—reo) g+ [x(x, r<x.>]§2+

3
| +[X(F)— ¥ (X)] 5=

1) Nova methodus etc. par Jacobi. Journal de Crelle, t. LX, p. 36.
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et comme v représente toutes les intégrales possibles de (2),
I’équation (3) ne peut avoir lieu qu’en faisant

@ | X(¥)— ¥(X) =0, X(T)— ¥ (X, =0,
| X(¥)— ¥ (X,)=0.

Les conditions (4) sont donc nécessaires. Elles sont suffisantes,
car en les admettant, on aura

X (¥ () — ¥(X(v)) =0,

et en supposant que v soit une intégrale de 1’équation (2), on ob-

tiendra :
X(@©)=0, Y(X()=0, X(¥({)=0.

L’expression Y (v) est donc une intégrale de (2).

Passons maintenant & la démonstration du théoréme concer-
nant les équations canoniques.

Désignons par

(5) t; qlaq”--'-,qma pupsa--"vpm‘
les variables indépendantes et sapposons que ’expression
XN g o o Loy o
—_—— + _
(W \ll) — @1 dQI dpz dQQ - dpm de
’ L R . )
g, dp, 0q2 0Py Oy, P

soit une intégrale d’une équation de la forme

0U+A,00+A SRR . | il
v
]+B +B20p2 "+Bm&_,;=0

pour toutes les intégrales v et ¢ de cette équation.
Je suppose que les coéfficients

) A, 4,....,4, B,B,....,B

m m
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soient des fonctions des variables (5), et je vais chercher leur
forme.
Désignons la formule

ov o ov dv
W""“IT ' A’d R
v

B, kel

By Bag -+ B

par A4 (v).
En vertu des conditions (4) nous aurons
(8) ' A(%)_(Auq’):(),
| ()~ =—4(2) B =0

pour toutes les valeurs 1, 2, 3, .. ..., mdeq.
Or de I’équation
“ A =0

on déduit, en la différentiant par rapport & p, et g,,

p=m

(F)-—Ss-2)
=m
—4(3t)= SZrn)
On a encore =mp'=l
=338 8 2,

0B; 0 0B; o
(B, %) E(dq %—%%)

En substituant maintenant ces expressions dans les équations
(8), il viendra
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> — % aqq; (04,;””7@?)’«% =0
2[ dp,L ajﬁ(’dﬁ 03")% =9

w=1

'Ces équations étant satisfaites par toutes les intégrales § de
’équation (7), elles sont des identités, et 'on aura

o4 dA 0B, d0B; 9A OB
9) —f— =0 —_——t=(, i
( ) d.pp. dp; ’ dq: dq A ’ aql.l. dp t

i et p. étant deux nombres quelconques de la snite1, 2, 3,. . .,m.

Les trois équations (9) prennent la place des équations (8) et
représentent les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
formule (v, ) soit une intégrale de I’équation (6). Leur inté-
grations fournira les valeurs les plus générales des coeffi-

=0,

cients (7).
Les équations
04, oAy o 0B, 9B
0.pp. dp [ ’ ng de.
donnent facilement
oL oM
A ) = '0171.7 B a?l 9

L, M désignant des fonctions arbitraires des variables (5). Fai-
sons

M=K-—L
et I’équation
dgp. @i -
deviendra
*K 0
dpi 091.:. ’

De 13 on obtient

K=0(q,,%) -+ 00,0, - -.,p,,,),
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¢ et o étant des fonctions arbitraires. Cela étant on aura

oL oL oK oL d
A::— B:—-— _— —g-
i~ op, T dg; "+ g og; " og;

Soit maintenant
H=1IL— q’(t7ql’gs,' . -’qm);
on obtiendra définitivement

oH oH
4=5 B=—7

En vertu de ces valeurs 1’équation (6) s’écrira simplement
(10) &+ (o, H) =0,

et représente une équation canonique quelconque, car H est une
fonetion entiérement arbitraire de

b8y Gase e oy Qmy Py Pase e vs Py

En appliquant maintenant le théoréme démontré an systéme
canonique correspondant & 1'équation (10), on a la proposition
suivante:

Soient ¢ et ¢ deux intégrales quelconques dn systéme d’équa-
tions

dt:ti;!l:d—qsz--- =‘—12m=d£=%=. .. ,=%-
4, = 4, 4, =B, " B, B,
et supposons que la formule
(A

en soit aussi une intégrale. Alors ce systéme est canonique et
les coéfficients A4,, B, ont la forme

oH oH
=2 =2
A, w, DB i
Réciproquement, 4, et B, ayant ces valeurs, deux intégrales,
¢ et ¢, du systéme donnent la troisi¢me (g, {).

o s
e

S.

SUR LES FORMES

QUADRATIQUES POSITIVES QUATERNAIRES.

(PAR A. KORKINE ET 6. ZOLOTAREFF; MATHEMATISCHE ANNALE.N, BD. V, 1872).



La recherche des limites préc‘ises des minima des formes qua-
dratiques positives de déterminant donné, les variables étant des
nombres entiers, présente des grandes difficultés et constitue un
des points les plus importants dans la théorie de ces formes.
Jusqu’a présent on ne connait les limites précises des minima que
pour les formes binaires et ternaires. Dans nos efforts de trouver
ces limites pour des formes avec un nombre plus grand des vari-
ables nous avons obtenu quelques résultats non sans importance
pour la solution du probléme, que nous nous sommes proposé, —
résultats, que nous fairons connaitre dans un autre mémoire.

Dans cette note nous allons nous occuper des formes quater-
naires, et comme premier résultat de nos recherches nous allons
démontrer la limite précise de leurs minima. Il est trés remar-
quable qu’elle snit immédiatement de la limite connue pour les
formes ternaires.

Soit i, ket

f =E G Ty T
i=1,k=1
une forme quaternaire positive de déterminant — D.

I est permis de supposer que le coefficient a@,, soit le mini-
mum de f, car dans le cas contraire on peut trouver une forme
équivalente A f, qui satisfait & cette condition.

Cela posé, considérons la forme

F(X17 X27 X87 X‘i)
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qui se déduit de f par la substitution
=X+l X;+mX, +n X,

z, = L X+ X+ X,
2z, = 1, X, +m, X, +n,X,,
z, = I Xy +m X, +n, X,.

Les coefficients de cette substitution 2, m.... sont des en-
tiers, qui ne sont assujettis qu’a la seule condition

by m, n,
(1) lyy My, M| =71
lyy mg, my
Il est évident, que le minimum commun a,, de f et F figure

dans ¥ comme le coefficient de X 2.

Faisons dans 7
X, =0, ’

- en laissant les autres variables quelconques, et désignons par—A
le déterminant de la forme ternaire

F(X,, X, X;, 0).

11 est facile de voir que le minimum de cette forme est aussi
a,, et par conséquent en vertu de la limite connue des minima
des formes ternaires nous aurons

(@) a,, <V2A.
Soient maintenant
Yis Yar Ysr Y,
les variables de la forme
? W1y Y25 Ys Y

adjointe & f, respectivement correspondantes i z,, z,, z,, z,, c’est
& dire, soit o (y,, ¥, ¥, y,) le produit Df (z,, ,, 2, z,) trans-
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- formé par la substitation:

1 df 1 of 1 of 1 0
.’Ix=-2‘71’ a=—2-a;s’ ?!s=—2-;5;;’ ?/4='2-3£'

2

Le nombre A est representé *) par la forme ¢ en y faisant
=0,
Yy =myl,— myl,,
Yy, =m,l, —mi,
y=ml,—myl,

ot les quantités
by Uy Uy, my, my, m,

ne sont assujetties qu’a la condition (1), & laquelle on peut évi-
demment satisfaire par le choix convenable de n,, n,, n,, si les

nombres
mgly—-myl,,

myl,—m,1,,
m,l,—m,l,

n’ont point de diviseur commun.

Nous disposerons de ,, ,, Z,, m,, m,, m, de sorte que la forme
ternaire
2 (0, 935 %5, 9)

regoive la valeur minimum en y posant
Yo =My ly —m, 1,
Yy =myl, —ml;,
Ys =mly—myl,.

Cela est toujours possible en vertn du théoréme connu *), et
les nombres y,, y,, 9, , qui donnent le minimum de ¢, n’ayant point

*) Mathematische Werke von Jacobi, Band 2.— Hermite, premitre lettre sur
la théorie des nombres, p. 223.

**) Gauss: Disquisitiones Arithmeticae, art. 279.
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de diviseur commun, la condition unique pour les entiers

l,1L,1, m,m,m

est satisfaite. 1 e e T T
Ainsi le minimum de

(3) ¢ (0, ¥z, Y5y ¥

sera précisement la quantité A et par conséquent, en ayant égai'd
3 ce que le déterminant de la forme (3) est — D%a,,, il viendra

(4) AL V2D a,.
Les inégalités (2) et (4) donnent
a, < V4D.

La limite V4D est précise, car il est le minimum de la forme
positive
VAD [z + 23 422 + 2} + &, T, + T, %, + T, 2]
de déterminant — D.

Nous avons donc le théoréme suivant: On peut assigner aux
variables de toute forme quadratigue positive quaternaire de dé-

terminant — D des valeurs entieres telles, que la valeur de la forme

ne surpasse point la quantité
VaD,
et il existe de telles formes dont les minima sont égauz &

V4D.

-

SUR LES FORMES QUADRATIQUES.

(PAR A.KORKINE ET @. ZOLOTAREFF; MATHEMATISCHE ANNALEN, BD. VI, 1878).

19



Dans la théorie arithmétique des formes on attribue aux va-
riables des valeurs entiéres arbitraires. Quant & leurs coéfficients
on les suppose ordinairement aussi entiers, mais quelques recher-
ches arithmétiques et en particulier celles dont nous nous occu-
pons dans ce Mémoire demandent la considération des formes &
codfficients réels quelconques. Ne considérant d’abord que les
formes quadratiques positives et faisant abstraction de la valeur
zéro qu’elles obtiennent quand toutes les variables s’annulent, on
voit facilement que de toutes les autres valeurs d’une telle forme
il existe la plus petite.

Ce minimum est complétement déterminé lorsque les codf-
ficients de la forme sont donnés; par conséquent il en est une
fonetion.

Considérons I’ensemble de toutes les formes positives & n va-
riables de déterminant— D. On les obtient toutes en faisant
varier d’une maniére continue les coéfficients de 1'une d’elles.
Le minimum de cette forme, comme fonction des coéfficients va-
riera aussi d’'une maniére continue, et reviendra aux mémes va-
leurs pour toutes les formes équivalentes. Il est évident, qu’il peut
avoir des valeurs aussi petites qu’on voudra.

Il atteindra en variant un ou plusieurs maxima, qui corres-
pondent aux formes non équivalentes et dont le nombre dépend
essentiellement de n. Pour démontrer leur existence nous en don-
nons ici quelques uns. Les quantités

D s = /D
(a) 2\/m’ Ver—iD, 2 VD, 2\/—, V64D,
19*
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sont en effet des maxima du minimum de la forme considérée
comme fonetion des coéfficients, si dans la premiére on suppose
n> 2, dans la deuxiéme n> 3, dans la troisiéme » > 8; la qua-
triéme n’est le maximum que pour » = 6, et la cinquieme que
pour n=1717.

On peut se rendre compte de l’existence de ces maxima en
considérant les formes suivantes de déterminant — D.

‘—" - *)
— 2
2 \/n+ i 1 z; +12k‘ ka ,

V,= \/Wli) z} +2mzk—xx:,

=1 5k
" < n—38
w,=2VD [zz +> T By — @ By — Ty Ty + —5 _q;"s:l,
t=1
o [ 1 n—9
T,=2VD Ex —u—%x BT, T2, T, g 1 Tty B |
=1 g, '
=9 \/> ‘: 2+ xafx4+z5+x6 ) ( a:3+.12;4+x5)2
z

e +

+ = (a‘+x6 s€+l- z+ Y’
2 2 2 2

R rVE Ty LBt Ty -y \2 T+ +24-2, \?
-Y=(/64D[xl+3 425 8 7)+(x+—————-——3 Sl Tullal

+l<x+:ﬁ)’+i(x+ﬂ)’+l x+aj)s
2\ 2/ 2™ 2 2(5 2,

La somme

*) La forme Uy, a été donnée pour la premiére fois dans un Mémoire inti-
tulé: «Sur une certaine équation indéterminée du troisiéme dégré» (en russe) par
Zolotareff.
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s’étend & toutes les valeurs 1, 2, 3,...n des cntiers j et k diffe-
rents entre eux.
Pour que les minima de W, et T, aient la valeur

2 VD

il fant que » soit pair et supérieure & 7 dans W, et impair et
supérieur & 8 dans T .

On peut vérifier immédiatement le déterminant de U, V,,
W,, T, en les représentant par les sommes

n/ D Lg+Tgte - +L,\2 3 gt +2, \?
Un=2\/m (”‘1+u2—")+z(%+””’3*")+

i1 Zp g2, \ n+1
+'2-—(x¢+—“ﬁ— o e

“

vV =Y p [(m . -+a:n)’+ (:1: I -+a:,,)’
= 1 2

2 2
=2VD [(5”1 -’0-;—1--1;4—!— +xn) ( T+ Ty, '“'n—-l)’
+—;—(x3+%‘)2+ ; (z +”2n)24__,,+%(xﬂ_l+%>2
)
T,=2 YD l:(zx+x3+x4-|2—. . .+xn>2+ (x2+ “s"‘xf';' ey, )2
T e

Le nombre n étant assujettie aux restrictions dont nous avons

dit, les formes
v,V., W, T, X, ¥,
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ont une propriété commune fondamentale: leurs minima dimi-
nuent nécessairement quelles que soient les variations infiniment
petites que subissent leurs codfficients, pourvue qu’elles laissent
leur déterminant invariable.

Nous nommerons forme extréme toute forme qui jouit de
cette propriété. Les quantités (@), étant des minima des formes
extrémes, sont effectivement des maxima comme il a été dit.

La limite
2 \/ D
n—+1

a ét¢ donnée pour la premiére fois par M. Hermite. Dans une
lettre de l'illustre auteur & Jacobi on trouve une conjecture
énoncée en ces termes: «Mes premiéres recherches dans le cas

d’une forme & » variables de déterminant ) m’avaient donné la
limite

1
7 (1)
4\2 "
() W,
Je suis porté & présumer, mais sans pouvoir le démontrer que le

coéfficient numérique 1
5 (n—1)

(5)

doit étre remplacé par ».

Vr—-1
En essayant de verifier cette conjecture nous sommes par-

venus a démontrer que Ja quantité 2 y

1 est effectivement

le minimum de la forme extréme ou, ce qui revient au méme, la
limite précise pour un certain groupe de formes. Mais on voit de
ce qui précéde qu’il y a des minima qui la surpassent et, par
conséquent, elle ne s’étend pas & toutes les formes & n variables
de déterminant— D. La limite précise pour I’ensemble de ces
formes est le plus grand des minima des formes extrémes, qui y
sont contenues.

Le nombre de représentations de ces minima par des formes
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correspondantes est surtout & remarquer: Convenons de compter
comme une seule les deux représentations, qui s’obtiennent I'une
de I'autre en changeant les signes de toutes les variables. Cela

-posé le minimum de U, aura 1—”-("7_'_1—) représentations' ceux de

, W, et T, en auront chacun n(n—1), n étant supérieur & 8
dans Wn et & 9 dans 7); quant aux formes W, T,, X et Y,
leur correspondent respectivement les nombres 120, 136, 36, 63.

En général la propriété caractéristique de la forme extréme
n(n—+1)
2

a

3 n variables est d’avoir au moins représentations de

son minimum.

Les limites que nous avons considérées ci-dessus sont encore
atiles dans la théorie des formes indéterminées.

En effet, soit Q une quantité quelconque non inférieure a la
limite précise de minimum de toute forme positive & n variables
de déterminant — D; il est facile de démontrer qu'on peut as-
signer aux variables d’une forme indéterminée, dont n est le
nombre de variables et =D le déterminant, des valeurs telles
que celle de la forme ne surpassera pas Q. Soit

= A X A, XJ 4+ 4, X3

cette forme, 4,, 4,,...., 4, étant des quantités positives et
X,, X,,...., X, des fonctions linéaires homogénes 4 coaffi-
cients réels.

Considérons la forme positive

p=A4A, X+ A4, X} 4+ -+ 4,X.?
dont le déterminant est évidemment— D, c’est & dire égal &
celui de f en valeur absolue.

En attribuant aux variables des valeurs pour lesquelles ¢ est
minimum, on aura immédiatement la valeur absolue de

f<eoLQ

On peut de cette manidre obtenir plusienrs limites pour des
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valeurs des formes indéterminées, mais ici, comme dans la théorie
des formes positives, il est & rechercher des limites précises.

Ainsi pour les formes binaires de déterminant positif D une
telle limite est

Or relativement & ces limites se manifeste encore une grande
différence entre les formes indéterminées et déterminées. Pour la
faire voir en ce qui concerne les formes binaires et lIa limite

4 . .
\/ ?D nous ajoutons que si ’on exclue la forme

\/%D(x’+zy—y’)
et ses équivalentes, la limite précise pour les autres formes de

méme déterminant est \/ —121

En nous bornant dans ce Mémoire aux formes positives, nous
. mous servons d’une. méthode particuliére de réduction que nous
appelons le développement des formes suivant les minima.

En préferant de nous restreindre & ce qui nous est stricte-
ment nécessaire, nous n’entrons point ici dans toutes les détails
de cette réduction. Nous considérons en particulier les formes
ternaires et les conséquences qu’on peut tirer de leur théorie
pour des formes 4 un nombre plus grand de variables.

Comme application des formes binaires nous donnons une
nouvelle démonstration du théoréme important de M. Hermite
concernant la limite

n—1

()7

des minima des formes positives.
De la théorie des formes ternaires nous déduisons une nou-

velle limite pour ces minima plus approchée 2 la précise que
celle de M. Hermite.
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Pour les formes binaires, ternaires et quaternaires elle est
effectivement précise *).

A partir des formes & cing variables il en différe, ce que nous
démontrons au moyen d’une certaine proposition relative a ces
formes. '

n® 1. Dans ses lettres & Jacobi, M. Hermite en considérant
les formes quadratiques & coéfficients entiers de déterminant
donné a démontré qu'elles se laissent distribuer en un nombre
fini de classes. Cela se tire de la possibilité de choisir de toutes
les formes équivalent'es uue forme dont les coéfficients sont li-
mités, leurs limites s’exprimant en fonction du déterminant
commun.

La recherche de telles formes constitue la théorie de réduc-
tion.

Quant aux formes quadratiques positives, il existe une mé-
thode de réduction d’aprés laquelle les limitations des co&ffi-
cients des formes & un nombre quelconque de variables s’obtien-
nent immédiatement de la théorie des formes binaires.

Cette méthode consiste en ce qui swit: Ktant donnée une
forme f quadratique positives & n variables, on trouvera une
forme équivalente & f dans laquelle le coéfficient du carré de la
premiére variable sera le minimum de la forme.

Soit

Az 2 +By? + Co - - - + E? +2kay—+2lxz -4~ - - - -2mY2~4-- - -

cette forme et 4 son minimum. En la représentant ainsi:
k 4 2 9
A(ml+zy+z—z+----) +0(y,2,...,

considérons la forme ¢ (y, 2,. ... ¢) & n—1 variables g, 2,. . ., &.

*} Nous avons donné unme autre démonstration pour la limite précise des
minima des formes quaternaires dans une Note «Sur les formes quadratiques po-
sitives quaternaires» Mathematische Annalen, Band V., Seite 581.
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Soit 4’ son minimum et
A (@28 4+ pot - ot P - (2,0, L )

une forme & n—1 variables z,, ¢, «,...., ¢ équivalente &
e,y (¢, ,. ..., ¢) étant une forme & n—2 variables 2',u,. . . .,¢.
Nous pouvons opérer avec la forme ¢ comme nous avons fait
avec f et 9. En continuant la méme marche, nous aurons en dé-
finitive une forme

(1) A(@,~+azy+fa, - -y2, )+ A (X482, - -z, P
dreeerge 402 (”n—f"“ P4 AN g 2

équivalente & f, 4 étant son minimum; A4’ le minimum de la
forme

A (@3t (g Pt A (1

n—1),. 2
_,+ox,)+ A"z,

et ainsi de suite; enfin 4™ le minimum de la forme binaire
(n—3) (n—1) 4 3
4 (Tp—1 402, + A z2
Quant aux codfficients
a4 B,7,8...,4....0,

on peut supposer leurs valeurs numériques étre non supérieures
. 1 . .
a5 Car, si quelques-uns d’eux surpassent —;-, on les rabais-

sera en faisant la substitution

z,= X, +IX;+mX, 4+ pX_,

Zy= X+ g X, -7 X
Ty =— Xn_1+ SX”,
z, = X

ol les entiers I, m, n, p, ¢....,7,....s ont des valeurs conve-
nables.
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Ce mode de représentation de f par une forme (1) & elle équiva-
lente nous nommerons le développement de f suivant les minima.

Nous ne déterminons pas complétement la forme (1), quoi-
qu’on pit fixer les signes de quelques coéfficients

B, v,06....,4....0

Il existera ainsi plusieurs développements suivant les minima
pour une forme donnée.

Dans quelques cas il existe méme plusieurs systémes des
coéfficients devant les carrés. Mais pour la démonstration des
propositions que nous donnons dans ce Mémoire il sera indiffé-
rent lequel de plusieurs développements suivant les minima nous
aurons & considérer.

Pour abréger le discours nous nommerons 4—]le premier
cotfficient, 4’ le deuxitme et ainsi de suite.

Le développement de la forme suivant les minima jouit de
cette propriété remarquable qu’en retranchant de la forme dé-
veloppée la somme de quelques carrés consécutifs i “partir du
premier, le reste sera aussi développé suivant les minima. De méme
en supposant dans ce reste toutes les variables z,, #, ;... ., @,
& partir d’une variable quelconque z, jusqu’a z, égales & zéro,
on obtient une nouvelle forme développée suivant les minima.

n° 2. Considérons maintenant une forme binaire

f=Fk(@ -+ Ayy + Uiy,

.k étant son minimum.

Le nombre kA -+ représenté par la forme f, si I'on y fait
£ =0, y=1, ne sera pas moindre que le minimum & de f. Cela
d Pinégalité
nous donne I’inégali B0 1>k

I>k(1—N).

ou

11 suit de 13, en vertu de ce que A ne surpasse pas %, I'inégalité

3
1>k
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qui nous donne la limite inférieure précise du second coéfficient
dans.le développement des formes binaires.

n° 3. Cette limite de ! étant'connue, on obtient facilement
des limitations des coéfficients dans le développement des formes
suivant les minima. En effet, soit

=A@ +az 4B+ - Yz, P+ A (3,482, 4 -z P
e A (g, -on ) - A"V g 2
ce développement pour une forme f de déterminant— D. Il en

résulte, que 4, 4',...., A®™® sont les minima des formes bi-

naires
2 ’
A (@, + oz, -+ A z,2,

Az, 32, + A"z 2,

et, par conséquent, on aura
’ i " i r i 2 (n—l) (n—z) 3 n—1
A2 g4, A >8> (5] 4 4> 2 4 >(Z) A.

D’ou, en vertu de ’éqiation

44'4" ... A"V =D,
il viendra

n—1

a<()

Cette limite dc minima a été donnée pour la premidre fois
par M. Hermite *).

n° 4. Considérons une forme ternaire f an minimum A4; soit

—j} = (£ Ny + p2f + k(y + o2+ I

*) Hermite «Premiére lettre sur la théorie des nombress, Mathematische
‘Werke von Jacobi, Band II
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I

le développement suivant les minima du rapport qui est une
forme dont le minimum est égal & I'unité.

En changeant s’il est nécessaire le signe de y et de z, on
peut faire A et p. positifs.

Quant au signe de o, il est & distinguer deux cas:
c<0 et 0> 0.

Dans le premier nous aurons les inégalités

(1) kN> 1,
@) l4-ho? 4+ p2> 1,
I k(140 (1—A— pp>1,

f

qui expriment que les valeurs de - bour

z=0, y=1, 2=0,
z=0, y=0, z2=1,

t=—1, y=1, s=1
ne sont pas moindre que son minimum. Ajoutons-y l’mégallté
(3) 1+ ko? >k
exprimant que la valeur de la forme binaire

k(y + 02 + 12?
pour
y=1, z=1

n’est pas inférieur & son minimum. Les inégalités (1) et (3) nous
donne d’abord 3
k>1 ——7\”2—4—

et ensuite
k<

1> k(1 —a)>(1—N)(1 — o,
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1
1 _)\séi_——-ﬁs,

[4
4) N2 l—i—s
De I'inégalité (2) nous aurons
I>1—kot — > 1 —pi—
— U = P' 1_62,
4 l
(5) w2l—y—a

Ayant en vue de démontrer que ¢ n’est pas moindre que ——z—, nous

pouvons supposer I
—a<1!
Car dans le cas contraire on aurait

3
I>1—a'>

et la proposition aurait lien d’elle méme. Par la méme raison on

peut supposer 1
—e> 5

En effet, si 'on avait —o < —;—, I’inégalité

I>k(1—o%
donnerait 5 s 3 9
>gkzs =3

Cela posé, nous aurons en vertu de (4) et (5),

1
1—a8

l
= \/1 TI1=&
Maintenant dans I’inégalité

I+k(l4+oP+(1—A—pp>1

A>\1—
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on peut substituer au lieu de % la valeur
: .
1—o*
qui n’est pas moindre que %, et au lien de A et w la quantité
l

1—gq%

1] —

qui ne surpasse pas A et g.
Il suit de la sorte

l+i’::l+(1—-2\/1—r_l—62)’=1

ou en réduisant

— e e

l l
2—1_-4——;22\/1_1——62.

l(l+4a)>0

1+6\l+oc 1l—eg/=

De 14 on tire

et enfin

(6) l>-—46(1+6)-

l1—¢
Cette inégalité donne la limite inférieure précise du coéffi-
cient ! en fonction de o. En faisant varier o de ——;— jusqu’ad

1 . - .
——-, on voit que le minimum de la fonction

2
__4c(l1+0)
1—c¢
L 2 1 1
est égal & 3 et correspond aux valeurs ¢ = — et o =—5-
Ainsi nous aurons 9 |
1> 5

Supposons maintenant ¢ > 0.
Nous aurons les inégalités

lk+)\22 1, l+ka* >k,
@) N -
l l-+Fke?+pi>1,
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comme dans le cas précédent, et encore
(8) l+k(1—a)+QA—pP>1.

De trois inégalités (7) il viendra comme précédemment

l l
— x>\/‘ = kZV1—

En remplacant dans (8) k par ——— _t , A par — et p par

\ / ! . .
1 — 71— cequ est permis, nous aurons

k<

1—¢ 1 ! )’
e e (g V-2 21,
ou en réduisant
1 1—2¢ !
—I-‘nl-—a"lZ 1_1—62.

En faisant maintenant pour abréger

1—26

U= 1—q?

S
~

I’inégalité précédente donnera

On voit de 13 -que » ne doit pas étre inférieur a la racine
positive de 1’équation
3—2 15

2 — Y — — ==
W a2t 160

et, par conséquent, on aura

—34+2 +2V2Y3— 951 86°
4(1 —26)

u>

Cela nous donne la limite inférieure précise pour [ en fonc-
tion de o. Nous aurons en effet

O I12gr—gml—3+20+2V3 VE— 9o+ 8]
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La quantité ¢ variant de 1al e minimum du second

3 2’

terme de cette inégalité correspondra & o = —3— et sera égal a %

Ainsi dans le cas actuel on a aussi / Z-g—

Nous obtenons donc le théoréme suivant: Dans le développe-
ment du rapport d’une forme quadratique positive & son minimum

le second coéfficient n’est pas inférieur a 7?;- et le troisieme %
n® 5. Cherchons maintenant quelles sont les formes ter-
naires f , dont le dernier coéfficient dans leurs développements

suivant les minima -

= (& + Ay + p2)? +k (3 + o2 + l2?

est égal & —::23—
Les inégalités (6) et (9) du n° 4 montrent que cela n’est
possible que dans les deux cas ¢ = % et o = ——;—

Supposons, en premier lien, o = . 1 l=—§

galités -
A> \/1—1 !
i -_—G

g #>\/1—1T

Les iné-

~

k _Z_ 1 -— )\s’ k _<_ m
du méme n° donnent d’abord
1 1
Az w2y

et, comme A et p. ne surpassent pas —;—, nous aurons A = -;—, p=—
Elles donnent ensuite

o) o

3 3
kZT’ kél =-—4Ty

l
—
| -
\—{9

d’olt il viendra k= %—-
20
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On a don¢ deux formes

—f——-(x+ ! +—1— )2—1——3—( +—1—z)2+ 25‘
4= FLANN 2\ "3 d

3
I = -+ L +lz 2+3( 15)’—!——23’
A“(‘” 293 ) \Y—3 3%

Elles sont évidemment équivalentes, la premiére se frans-
formant dans la seconde si I’on substitue dans elle z -+ y au lieu

de # et — y au lieu de y. En désignant par — D le déterminant
—;— sera —% et, comme il est égal a
=, A=V2D.

de la forme f, celui de

L nous aurons 2 D_
T2 a3

. 2
Soient, en second heu, o= —% et l=—.

3
Les inégalités

l ! I
zZVl-i— rzVl—1=o *si=o

deviennent

1
37

1
R

N

A

Y

8
ks

f

D’ailleurs la valeur de la forme - pour z=—1, y= 1,

2=1 n’est pas inférieure & 1’unité, c’est & dire on a

1 2
Q1 -—l—-y.)’——l—z-k-l-—g—_z_l.

Dans cette inégalité on peut faire A = %, po= —;’—, ces va~

leurs étant des minima des co&fficients A et ;. On obtient de

cette mamere .
1 N

Y
et de la
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Les inégalités k;—g— et & g% donnent k¥ = —g—. Cette va-

leur n’est possible que si I’on suppose A =—1— et m =3
Ainsi nous obtenons une autre forme ;, dont le dernier

coéfficient est =

i—(m _1__ +_1_g\s+_8_( 1 ? 2 2
A=\ 393 ) 9 \y_?z)"‘—?,'"
En désignant par — D le déterminant de f, nous aurons aisé-

ment s /D
4=3\5
On obtient donc le théoréme suivant: Les formes quadrati-
ques positives ternaires de déterminant — D, dont le dernier codf-
ficient dans le développement suivant les minima du rapport de la

forme & son minimum est égal & g , constituent deuw classes repré-

sentées par les formes

9 (e foe b (o3 34)

——-{/ﬁ -|—1 )2+—§-<1——-lz)2+—2—z’:|
3-” 3 9 \Y 73 37

n° 6. Nous avons vu dans le n°3, comment le théoréme de
M. Hermite concernant une limite

(47

se déduit du développement des formes suivant les minima. Nous

allons maintenant démontrer qu’au moyen du méme développement

on obtient une autre limite plus approchée & la limite précise.
Soit, en effet, ce développement .

AX34- AX2 oo APIX 2
20%
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pour une forme f & » variables z,, Z,. . ., Z,, ol
X, =, + g+ Py 4+ Y1,

™~
X, = Ty + Sy~ (T,

..........................

Cela posé, nous allons appliquer le théoréme du n° 4 aux
formes ternaires qui se déduisent de f et des formes

(10) AXP+A"XI 4o AKX 2,
(11) A"X 24 AIX 2,

.....
.....................

dans la forme (10)
dans la forme (11)

et ainsi de suite.
Ces formes ternaires nous donnent les inégalités

4 >34,

11 en résulte

(12)

Au moyen de ces inégalités on obtient la limite de 4 en fonc-
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tion de déterminant — D de la forme. En effet, on a
AA4'. .. A" V=D.

Si # est pair = 2m, nous aurons, en ayant égard aux inéga-
lités (12),

m—3
33
m--3

27

A< —=VD

et, si » est impair — 2m -+ 1, il viendra

u/3m(m—1)
Aé gmm—2) D
c. a. d.

Dans le développement suivant les minima d’une forme positive
[=AX2 4+ AX3 .- 47X 2
de déterminant — D, les limites i'nférieures des coéfficients
| 4, 4",. .., A®D |

en fonction de A sont données par les inégalités

A(Ei—l)z Ti— ( % )i_l A, A'“'>( _g_ )‘ 4

Quant au minimum A de f, il ne surpasse pas la limite

(13) 32 v

m—3
92

n élant pair = 2m, et la limite

n [gmm—1)
(14) V smm—5 D)

8i n est impair = 2m + 1. ,
n°7. Il suit de ce théoréme que le dernier coéfficient dans le
développement d’une forme quaternaire suivant les minima ne

1 -
peut pas surpasser - de son minimum.
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Soit f cette forme et 4 son minimum. Soit aussi

f

Z=(w+ay+Bz+yt)2+k(y+32+et)2+l(z+Zt)2+mt»“

f

le développement de - suivant les minima.

Supposons m = % et cherchons les formes —E— qui ont cette

quantité pour leur dernier codfficient. D’abord, ! étant le mini-
mum de la forme binaire

I (2 -+ () -+~ mi?,
on a

3 4 2

Or ! ne peut pas étre inférieur & —?2,—; par conséquent l=%-

Pour cette valeur de /, en vertu du théoréme du n°5, on a
8 3 '

k='9— ou k=—4—-'
Olj on ne peut pas supposer k=%, car on a dans ce cas
2 3
mZ?k, kég‘m,

c’est & dire

ce qui est absurde.
Ainsi k= 7:—. Maintenant la forme

" e

(y 402+ st)2+% (e + G52 -+ T

a les coéfficients
1 ! _8 m __ 2
% 9 k3
devant les carrés; par conséquent en supposant & et ¢ positifs, ce
qui est toujours possible de faire en disposant convenablement des
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signes de # et de £, on aura d’aprés le théoréme précédent
| 1 1 1
82—;5-7 €=-§-7 z————2—'
La forme ternaire

(@ ~+~ay + Bz)*n—i—k(y -+ 022 122,

qu’on obtient de %—-en snpposant ¢ =0, a pour les coéfficients
des carrés les nombres '
- 3 2
1 9 k= Z) = 'é—;

on a d’ailleurs 8=—;,—; par suite, en vertu du théoréme mentionné,

on doit avoir

1+
bo|

I

1t
wl —

, B

o=

On peut supposer

car dans les autres cas

1 1
e= 4> P=—73

1 1
a=—-——2—, B= -2—7
. ) )
a=———§-, B=——2—

on substituerait au lieu de z dans le premier cas z -+ 7, dans le
second % -+ y et dans le troisiéme  —+y -+ 2 et on aura toujours

a=—;—, {3=—;—.' La valeur de 111- pour

=0, y=0, 2=0, t=1
ne doit pas ¢tre inférieure & I'unité; par conséquent, on a

1
R
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Or la valeur numérique de y ne pouvant surpasser 2 ,

viendra )

1
V=71 Y=*4-
On peut supposer Y= 1 , car dans le cas contraire on sub-

stituera £ —+ ¢ au lieu de « et on aura y = i Mamtenant tous

les coéfﬁclents de Ia forme 7’;— sont détermmés
En désignant le déterminant de f par — D, on trouve

A=V4D.

Nous avons done le théoréme suivant: Les formes quadrati-
ques positives quaternaires de déterminant — D, dont le demier

coéfficient dans le développement suivant les minima est égal a —
de leur minima, constituent une seule classe représentée par la forme

1 2+ 1 t)2
3 3
+—§—(a——;— t)’+§tﬂ].

n° 8. Le théoréme connu de M. Seeber concernant les limites
du produit des cosfficients des carrés des variables dans la forme
ternaire réduite d’aprés sa méthode est lié intimement & notre
développement des formes suivant les minima. Cette liaison res-
sortira évidemment de la démonstration de ce théoréme que nous
allons donner.

Convenons de représenter désormais par («) la valeur numé-
rique de la quantité «. :

Cela posé, nous aurons le théoréme: Si dans la forme

1 3
\/4D,:w+?y+?z+?t) (y+

¢ =2+ y* +2* - 2hye + 2N ax —+ 2N/ gy,
réduite & la manidre de M. Seeber, on a
(15) - WAL,

il
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la représentation de @ par la somme

p=@E+Ny+Nzf+(1— X’*)(y+ —X2 z)2

l’lﬁ
1—3— 22— 2 0\ 2
1—2"

sera son développement suivant les minima,

Les conditions de M. Seeber pour que Ia forme ¢ soit réduite
consistent en ce que les codfficients A, A, A” satisfont aux iné-
galités

(16) W<5 M<5 Q)<+

et, 8’ils sont tous négatifs, outre les inégalités (16) on aura encore
a17) AN +Q)+A)<L1.

Pour démontrer le théoréme énoncé, nous n’avons qu’a faire
voir que 1 — A" est le minimum de la forme binaire

- A—NN \2 1—22— PNCESSY VY 7\"
(1 _xlz) (y -4 1—73 Z) 1 )\,,2

=Q1—=2NP+2Q —2V)yz+ (1 —232

Or cela sera évident, si nous démontrons que la valeur ab-
solue du coéfficient

l — l’ l”
l _— 1”2
; 1
ne surpasse pas —--

Pour abréger les raisonements, nous nous servirons des ideu-
tités, qui résultent de I’analyse detaillée de nos minima od les
variables satisfont 2 quelques inégalités de condition.

Considérons d’abord le premer cas
A>0, V>0, N’>0

On verifiera sans difficulté les identités
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(18) 1 A=Y __ ¥—2 +x”—-x’_|_ 1-—2)"
3 1—32 " 1—32 " 1+%  3(1+%")

1 A=—22 _ 3-+30 =)+ 1—2)(1+2).
(19) 3T 3(1—2") )

Les seconds membres de ces égalités se composant des
termes positifs, comme on voit par les conditions (15) et (16), la
valeur absolue du co&fficient

A—2N
1— 2"

ne surpasse pas —;— et & fortiori %

Passons au second cas
A<0, V<0, N'<O0.
On aura ’identité

1 VN =2 124N+ A=
2T 11—V 2(1+2") 2(1—2")

d’odt V’on voit que le coéfficient mentionné ne surpasse pas %
* Le théoréme proposé est donc démontré. Il résulte du théo-
réme du n° 4 que le coéfficient

1—a—23 =222 1",
1 — )‘H’

que nous désignerons par p, ne sera pas inférieur a %. Cela se

vérifie d’ailleurs par les inégalités que nous allons donner. Dans

]. i ’ i3
€ premier cas )\> 0, 2 > 0, » > 0’

DOuS aUrons :

! — n\2 - ,
p=u—W%D—(%§%)}+w—4a
Or des identités (18) et (19) il vient

A—2A"A"\? 1
h—ﬂ)éﬁ

— 315 —

et, par conséquent, 1’équation précédente nous donne

p25Q0— )25 T=3
Dans le second cas

A<L0, <0, A"<0
nous aurons

2 (NI 2+X42")
pP—35=— T—%?
| L YN (120 [N O X))

3(1—)

D’aprés les inégalités (15), (16) et (17) on voit que la diffé-
rence
P—3

est positive ou zéro et, par conséquent,
2
P> 3

Maintenant nous allons démontrer le théoréme:
Si la forme positive
f="E28 4 91 y? 4+ (5 4 2\3ys + 2N Elaw + 22" Enzy

aux variables x, y, 5 est réduite & la maniére de M. Secber, la

forme
¢ == 2%+ y* + 2+ 20yz + 2N 35 + 21"y

est également réduite.
Les conditions pour les cofficients de f sont

(20) E<n<t,
(21) < @IKE @SS

dansle cas A>0, 2" >0, > 0.
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11 faut y ajouter encore la condition
22 2?4 20l - 20" B+ 20 En >0

dans le cas de
A <0, x’go, 7\"§o.

Des inégalités (20) et (21) il résulte immédiatement
(23) W<y M<5 A<

ce qui constitue les conditions de réduction pour la forme ¢ dans
le premier cas.
L’identité

20014+ A 4N+ =n—E5E+ XY+ (C—E)(E+21"y)
—+ 89— - 20l - 2N B+ 20"y,
+C—n)n+n—5{C—8)

fait voir que dans le second cas, outre les conditions (23), on aura
encore , ,
Q)+ Q)+ @)L,
d’ot il suit le théoréme énoncé.
’ En” supposant que (A) est le plus petit des coéfficients (}),
(A), ") et ") le plus grand, représentons f par la somme

14

f=E’($—I—>\”—£-y —~ Ta)s_l__.qz(l _7\112)<y+7t—7\'7t” C \2

]_lN’ ?Z)
__32__y2___~'"2 rorr
- 1—2 A A4 200

o o

D’aprés le premier théoréme de ce »n° nous avons

rq 3 1—32—32— PN DN\ 2
1—2A Zzﬂ 11— Z_—?;-.
Ensuite en désignant par — D le déterminant de f, il viendra

D> By,
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ou, ce qui revient au méme,
(24) e 2<2D.

On a évidemment encore

1 —22 N2 — "3 - 2)

1—27 =

1—2"<L1,

IA

Il en résultera
% n? & Z D.

L’inégalité (24) constitue le théoréme de M. Seeber.
n° 9. Soit proposée une forme & cing variables au minimum 4.

f

Supposons que le développement de q suivant les minima s’ex-
prime comme il suit:
%:(x+ay+@z+yt+3u)2+k(y+55+a+e“)2
+ 1 (2 + B +nu)? +m (£ ou)* +nu’.

Il résulte du théoréme du n° 6 que le nombre n n’est pas
inférieur & J;—’

Nous allons maintenant faire voir que » ne peut pas étre
égal & % Supposons #n = % et démontrons que cela est impos-
sible.

P
Comme nous avons %> =, il vient

Or I n’est pas inférieur & —;—; par conséquent on aura

2
3

l=

D’aprés le théoréme du n° 5 dans la forme

(2 4+ &t -+ nu)? -+~ m (¢ - ou)? + nu?,
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dont le dernier coéfficient est égal & —i— l= %, le cosfficient m

doit étre égal & —j’? l=%, ou encore & -8—l=—;—$-. D’aprés la -

9
méme proposition dans la forme

(& + ay + B2)* + k(y +e2)® 412
[ étant égal a —3—, ona

3 8
k—T’ ou encore k_—g—.

Il résulte ainsi les quatre combinaisons

D=2, =2, m=1, a=1

P

k= l=3) m= a=-j
s

4) k="i—’ l=—§-7 m=—;—$~, n=%

Quant a la premiére combinaison, elle est évidemment impos-
1 2 8 16

. . . 2
sible. En effet il doit étre m > = k ou o> = =157, ce qui
est absurde. ‘

Passons & la seconde. Dans le cas actuel la forme quaternaire
(25) %—(w+ay+ Bz —+ vt + Su)?

est d’aprés le théoréme du n° 7 équivalente & celle-ci
8 11, 1.\
(26) F[(y+?z+3t+?u)

3 <z+—1——t+—1—u)2+£(t—»iu)s+—l— 4
+T s/t 3 3 2 2%

Si la forme (25) n’est pas identique & (26), on peut les faire
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identiques en changeant y, 2, ¢, w en d’autres variables au moyen
de la transformation du module un.
On peut par conséquent faire

2
%=(x+ay+pz+yt+8u)’+-%(?/+—;—z+it+ ! u)

2" 2
2 1, 1.\ 16/, 1 ¢ 4,
+-§(z+—?;-t+——?;-u) +—2—7-(t—-—2-u) +-g U

Pour déterminer « et §, considérons la forme

2
(w+ay+3z)2+—g—<y+%z) +—§-z“’.

En vertu du théoréme du n° 5 il vient

oii I'on doit prendre ensemble les signes supérieurs ou inférieurs,
On peut supposer

car dans le cas contraire on pourrait changer les signes des va-
riables g, 2, , % ce qui ne change pas la forme (25).

f

La valeur de - bour
z=0, y=0, 2=0, (=1, u=0

n’est pas inférieure & I'unité, c’est & dire

f+%zL
d’ol .
=3
Les valeurs de %pour
z=0, y=1, 2=0, {=—1, =0
et pour
z2=0, y=0, 2=1, {=—1, u=0



— 320 —

nous donnent comme précédemment
(=324 (3=

Quelque soit y positif ou négatif, 'une de ces inégalités ne
1
? .
Ainsi il n’existe pas de valeur convenable de y et la seconde
combinaison est impossible. Dans la troisieme combinaison on a

peut pas &fre satisfaite, puisque (y) est comprise entre —;— et

k=z—) l=%7 m=—;—; n:—;—
et, par conséquent, en vertu du théoréme du n° 7, la forme &
f

quatre variables, qu’on obtient de 4 o supposant =0, est équi-
valente & la suivante

(:&:—l—-i +—1— 1 t 2+i( —l—-z it)’
gY+5s+—4 ) T\ +57+3

2 1, 1,

+—§(z—-§—t) +?t.

En transformant, s’il est nécessaire, les variables z, y, 2, ¢
on peut faire

f_ 1 11 ’
1= <x+2y+—z+ t+8u) ( —§—z+—3-t+0u)
2
+%(z—%t 'qu) +%(t+cru)2+%- u3,

Dans la forme ternaire

2 1 S s 4 4
?(z—-—2—t+nu) +-§(t+cm) + U

_ 2 1 103 2
_—3—[<z-—?t+nu) —|-—-4—(t+cm)2+ 5 ¥ :l,
d’apres le théoréme du n° 5, doit &tre

1

1
_— — it .
0‘—-__37 'I]--__2
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On peut faire c=—;— en disposant de signe de w. De n}éme

) . 1 1
on peut toujours supposer n =, car le cas n=—5 se ré-

duirait & celui-la en changeant z en -+ pu, y en y+-qu, 2 en
g-+u et en déterminant les entiers p et ¢ de sorte que les coéffi-
cients de % sous le premier et le second carré ne soient pas supé-

rieurs 9. — en valeur absolue. De la valeur de la forme

(27) %——(x—l—%y—s——;—

]

z+—t+8u)
.2
pour y=0,2=0, =0, =1, il vient

3
o iz

d’ott il résulte
6>

Maintenant les valeurs de la forme (27) pour

y=0, z=—1, t=0, wu=1,
y=1, 2=—1, t=—1, u=1,

pe sont pas inférieures au minimum % de la forme (27); ainsi

| 1.1
(—3)zs (+3)zv
Quelque soit le signe de 6, 'une de ces inégalités n’est pas
satisfaite, car on a ’

on aura

1 1
(0);-3" O<5:

Ainsi la troisiémé combinaison est impossible.
Passons & la derniére combinaison: "

k=—-3—7 l=

4
21
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Dans le cas actuel la forme ternaire _
g+ Y +nu)+m (t ~+ ou)® —+ nu?

avec les coéfﬁcxents
' 2 2

== m=

3 3

8 =22
9’ "7 3 3

est équivalente a la forme

2 1 1 \2 8 1 \2 2’;
(28) —l: z+—t+-—u) +§<t—?u) +—3-u]

et I'on peut les faire 1dent1ques en transformant les variables
2t u
Ainsi nous aurons

E=—:1,;, n=—;-a o=—"

De méme la forme
(- ay -+ Bz)’+-ii(y+ sz)’+§—z2

est équivalente & la forme

1 1 \* 8 1 \? 2
g —z) (g —= -2 g2
(x 5 Y 25) 4(y_3z) 5 &

Comme on peut changer les signes de z, ¢, % sans changer

par cela la forme (28) nous en profiterons pour faire ¢ positif.
En vertu du n° 5 nous aurons |

1 1 1
“ 5 B 2’ *T3
On peut faire : ;
u:?, =—é--’

car les autres combinaisons des signes se réduisent a celle-ci.
En exprimant que les valeurs de la forme = -

f 1 1 2
. Z—-(x—h.?y.-a— ?5+7t+ Su) )
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pour .
y=0, 2=0, t=1, u=0
et pour

3
ne sont pas inférieures & —-, nous aurons

4’
>4, B>
et par conséquen_t:
(29) (S RNONES
f

De méme les valeurs de - [ bour

=0, y=0, 2=0, {=1, u=0

et pour : : L
z=0, y=0, 2=0, t=0, u=1 '
donnent o
Y+ Sl >1 3’+'%02+—§Z_1,
c’est & du‘e -

3

G0) . W=\VF—or O=\+

-
s — 0.

Faisons voir maintenant que ¢ et O ne peuvent pas étre po-
sitifs, Soit d’abord
v>0.
f

La valeur de - bour
r=0, y=0, s=—1, |
nous donne I'inégalité _
I 3 8
o (i) g

qui sera satisfaite, si au lieu-de-y on y substitue son minimum
21*
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1 3 {8, puisque <L Nous aurons done
37 s pusque y=-5-. urons
1 1 3 3 3 1\? 1
(—V5—7¢) ~1(t—%) 27
De 13 nous obtenons '
p—2r—"2>0.
.9 81=

Cette mégahté fait voir que { doit étre supérieur & la racine

ositive
’ 5+ VB_ 1
- 18 2
de ’équation :
p—of—2=0
9> 8L

ce qui est impossible, ou étre supérieur en valeur absolue & sa
racine négative.. Ainsi { ne peut étre positif.

f

Répétant 1a méme analyse et considérant la valeur de q pour;

z2=0, y=0, 2=—1, (=0, u=1‘,

pous n’avons qu’d changer dans ce qui précéde y en & et { en ]
- et nous verrons que 0 ne peut pas étre positif pour 3 > 0.
Soit maintenant

: y<O0.

f

De la valeur de - bour

z=1, y=0, 2=—1, t=1, u=0

(3= 24

il viendra

Or cette inégalité est identique & (31) et il en résulte que; C

n’est pas positif. i 8 < 0, la valeur de %',pour'

o=l y=0, g=—1, =0, u=1
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fait voir de la méme maniére que 0 n’est pas positif. Ainsi il est
démontré que { et 0 ne peuvent avoir que valeurs négatives.

Cela posé, nous allons fair voir que les valeurs négatives {
et 6 sont également impossibles. Considérons deux cas:

1) y et o sont de mémes signes,
2) y et & sont des signes différents.

Soient, en premier lien,

'f>'0, 3>d.
De la valeur de la forme :Z— pour
r=—1, y=1, 2=—1, it=1, u=1
on déduit
(32) +3— 12 (2 g0) > 1

Or en vertu de (30) il vient
1T 35 1_ 1 \/7_'
3 4 2~ 2V3

1—r=aKi— g\

De méme en vertu de (29) on aura

yY+8>2

par conséquent

2 1
et, par suite, de I’inégalité (32) il vient o
1,./7\3 +— 3 1. 1 ;
R 1——\/— T A

ce qul ést lmposmble et, par conséquent l’mégahté (3 2) est im-
possible. -

(\VA
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. Soient, en second lieu, -
- y<o, 3<o.
La valeur de —j—;— pour
g=1, y=1, z2==—1, t=1, u=1
donnera

() +®— 17+ 3('34-&4-‘ 0 25

Cette inégalité coincide avec (31) et est également 1mposs1ble
Considérons maintenant le second cas ol y et & sont de signes

différents. Prenons la valeur: de I - pour

z=0, y=1, s2=—1, ¢=1, u=1
Nous aurons
3/ 9 2 1
(33) - (’(+3)-2+7[(§+C+6') 235"

Or nous avons vu que )
[ 2 1
~(3+ir0)s5
et, en vertu de (30),

(y—+ S)QS_,(%—% \/g)ﬁ,

par conséquent I’inégalité (33) donne -

\/ 3 1,1
3)7 T 9= =3
ce qui est impossible.
Ainsi { et § ne peuvent pas étre négatlfs
Nous avons donc le théoréme suivant.
Dans le développement d’une forme quadratique posztwe sut-

vant: les minima le cinguieéme coéfficient surpasse toujours. %du
minimum de la forme et lewr différence est une quantité finie.
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n° 10. I1 suit de ce théoréme que la limite donnée au n° 6
n’est précise que pour n =2, 3, 4. A partir de » =75 elle n’est
plus précise. '

En effet, les formules du n°® 6 donnent pour » =15 la limite
m. Or elle n'est possible qu’en supposant le cinquiéme co&ffi-
cient égal & %— du minimum de la forme et les autres coéfficients
devant les carrés égaux a leurs valeurs minima. Cela est impos-
sible en vertu du théoréme du #° précédent. Il est évident &
fortiori que les formules du n° 6 donnent pour » > 5 des limites
qui ne sont pas précises.




8.

SUR UN CERTAIN MINIMUM.

(PAR ¥M. A, KORKINE ET 6. ZOLOTAREFF; NOUVELLES ANNALES DE MATHE-
MATIQUES, DEUXIEME SERIE, T. XII, 1878).



1. Soit f(x) une fonction entiére de z de la forme
(1) f(w)‘:a?"_kalmn-—l_'_azwn—s_l_”.“_i_-an,

Gys Ggy. o vy @y étant des constantes réelles.
~ En désignant par
T [A]

_ la valeur absolue de la quantité réelle A, nous nous proposons
de déterminer les coefficients

Qyy Ogye e s ey @y

de f(z), de sorte que 'intégrale
—+1
(Tr@nas
Za
ait la valeur minimum.
9. En supposant maintenant que, de tous les polyndmes
du n degré de la forme (1), f(%) soit celui pour. lequel I’in-
tégrale

-1

Jirenas

—1

est minimum, nous allons démontrer que toutes les » racines de
I’équation :
f@)=0

sont réelles, inégales et comprises entre — 1 et —+ 1.



— 332 —

On voit d’abord que cette équation n’a pas de racines ima-
ginaires
En effet, en supposant

f @)= {(&— af + PP £, (),
f, (x) étant un polyndéme du degré n— 2p, qui n’est pas divisible

P (@ —ap+ B,

et » un nombre eﬁtier positif, on aura
+1 <41 )
f[f(as)] de = f {@— )+ B [f, (2)] de.
-1 —1

Or, la quantité $ étant différente de zéro, on peut ﬂiminuer pe
saus changer la forme (1) du polyndme f(x), et, par suite, on di-
minuera la valeur de I'intégrale

ftrenas

qui ne sera pas, par conséquent, minimum; contrairement & notre
supposition. -
On verra de la méme maniére que toutes le racines de
I’équation
flx)=0

sont comprises entre — 1 et - 1.
En effet, si ’'on avait

f@) =@ —aPF (),

o étant supérieur & 1 en valeur absolue, p un nombre entier po-
sitif et F(2) un polyndme entier du degré » —p, on pourrait
diminuer la valeur absolue de « et, par suite, celle de 'intégrale

[trenas,
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qui est égale &
[ {1a] — o} [F @] d=

dans le cas de « positif, et &

[ 1]+ 2l [F @) d

-1

si a est négatif; ce qui est impossible en vertu de la supposition.
Il ne sera pas non plus difficile de démontrer que 1’équation

f@=0
a toutes ses racines inégales.
Supposons
(@) = (& —afF, (@),

a étant compris entre — 1 et +1, et F,(z) un polynéme du
degré n — 2, qui peut étre encore divisible par x — a.
Considérons la fonction

h@) ={@=— of —#|F, (a),
ol & est une quantité infiniment petite. Comme la valeur ab-
solue de G—af— I

est moindre que celle de
(w - a)ay
si z n’est pas compris entre
a—h et a+h,
et la différence :
@ —af — {(&—af — 1}

est égale & A7, I'intégrale
-+1
[Mh@nas
=1
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est inférieure a I’intégrale

[trenas,

et leur différence est une quantité infiniment petite du second

ordre par rapport & A; car les intégrales

a+h a+h ’
[irends, [Tz
o—h a—Fh

sont du troisiéme ordre.

Donc, en variant infiniment peu les coefficients de £(z), on

diminuera la valeur de I’intégrale
E
[f@ds,
halll

qui ne sera pas, par conséquent, minimum.
Ainsi toutes les racines de 1'équation

f@=0

sont réelles, inégales et comprises entre — 1 et -+ 1.

3. Soient
al<a2<a3'<'"'< an

ces racines; on aura

[trenas= 1y {f'f(x) s _ff(x) iz

+ff(x) dx— oo (— 1) fl f(x)dw}.
o L
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En désignant, pour abréger, la formule

fq)(w)dx—fq;(w)dwﬂ—fq:(w)dw—----ﬂ—(—' 1)“f<p(w)dw ,
-1 o o A L
par
So (x) de,
il viendra

[If@ds=(—1y 5t de.

L’intégrale

fff(w)] dz

peut &tre considérée comme fonction des coefficients

Gy, Ggye ey Gy,

car les racines

Oy, Ogyes ey O

en sont également des fonctions.
On déterminera les valeurs de

a,

qui rendent 'intégrale
(— 1)" Sf () de

minimum, par les équations

" 0Sf(z)dx =0,.. d5f (z) dz =0,

--08f () dx __
— dag " oa,,

da, 0,

d’aprés les régles connues du Calcul différentiel.
. En effectuant les différentiations, on aura

So*dr =0, St"dw=0,...., Sdz=0,
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Ces équations, écrites dans 1’ordre inverse, deviennent

o —a, 4y —-oEg =g,
] 2 ] cees 2 .
(2) o — o+ al — iazn =g,, -
........................ ,
n____n n__ gy M
o o, —+a, Fa =c¢,

o, ponr un indice quelconque A, on a

_ D (1
g, = 9 .

4. Nous allons maintenant démontrer que les équations (2)
ne peuvent &tre satisfaites que par un seul systéme de valeurs

o

15 &,

e s oy By,
dans lequel
al<a§<¢s<..--< a'ﬂ.

Supposant, en effet, qu’il y en ait deux
o <oy <oy <<,

3) !’ ’ ’
( l“l’<°‘2 Loy <<,

on aura aussi
S g e, ey =
o, oy oy *a, €1y

fga__ .2 2 ity 2 —
o, oy t+ay *o, =g,

donc il viendra

’ ’ ’ ’ ’
U 0y oy A, e =ay ch0y &y ay eee,
2 2 2 4 R 2 2 2, ....
@) altolal+a 4o =a o) e S a 3
.......................................... ,
r ’ ' N n ‘9 n
o "o oo =a M e e

Il en résulte que les denx suites
’ r
Uy, Ogy Ogy yyees oy
4 ’
@y Og, Oy Oy. ...

sont composées des mémes quantités.
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Cela devient évident en remarquant que chacune de ces
suites contient les n racines d’'une seule et méme équation du
degré n, ce qui résulte immédiatement des équations (4).

Cela admis, on voit sans-difficulté que, en vertu des inéga-
lités (3), on aura

n=q/, g=a,....,

et les deux systémes (3) sont identiques.

5. Nous ferons voir maintenant que la fonction f(@) contient
les seuls degrés pairs de #, lorsque » est pair, et les seuls degrés
impairs, si » est impair.

En effet, le polyndme

(— 'f(—2),
étant de la forme _
P Al T .

donne encore une solution de la question proposée, car on a

[Ur@)dz= [ [(— 1" f(—)ds.

Donc les racines
—y, —O,...., —o&,

de I’équation
f(—2)=0

satisfont aux équations (2), et, d’aprés ce qui a été dit dans le .
n° 4, elles ne différent que par ’ordre des quantités

Uiy Ogyeoeny Oy
Comme on a
o<y < <L a,

il viendra

_a"<_a”_1<....<_.al.
11 s’ensuit _

o =—a,, = —0, .,....

22
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Ainsi on aura

f@)=(—1)"f(—a2),
quel que soit z, et la proposition énoncée est démontrée.

6. Avant de chercher la solution des équations générales (2),
considérons quelques cas particuliers,
Pour n =1, on aura évidemment

Pour n =2, on aura
o=—0a, 20=—1, a?—al=0,
1
f@)=a2"— -
Pour » = 3, on aura
o =—0y, a=0, 2’=1,
f@)=2—1a

Pour n = 4, on obtient
o =—0, tg=—2udt, 2(q—a)=—1, 2(af—a’)=—1.
On trouve aisément une fonction
(r— o) (% + a),
quand les deux sommes
o, —oay, of—a?

sont données. En effet, il vient .

1 1
@—a) @+ a2)=x’+——2—w———4—
et, par suite,
1 1
(x+a1)(x——a2)=x'3—? -

Done

f@:QMJw_LMﬁ_LW_g;¢_1ﬁ+1;

2 4 2 4

’
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Les résultats trouvés sont contenus dans cette formule gé-

nérale 1 sin {(n—+1)arc cos z}
f@)= on VI—72 ’

que nous allons vérifier.
7. Soit % une fonction de 2, qui, étant développée suivant
les puissances descendantes de #, commence par le terme
A

—?

x

ol A est une constante différente de zéro. Soit encore ¢ (z) une
fonction entitre du degré » -+ 1, telle que, dans le produit

e (@)
développé suivant le puissances descendantes de x, les termes en

—1 —32 — (1)
g, ..., @

manquent. On aura

(3) up (#) =¢ (@) (1 +¢),
{(2) étant une fonction entiére du degré = et ¢ une fonction de
la forme B C
Désignons par
Cry Coyevvny Cp

les » racines de ’équation

$(z)=0.

Il viendra

2
2@ _ fonction entisre + 2 . %0(D | o) .
T—c; x z? z°

et de la
t—n N
(6) '2_1 :%xz‘ =0 (®) %% = fonction entiére
LB, s, ), .
z e p

22%
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Or de I’équation (5) on déduit on aura
?'(@) Y@ ¢ ¢ @)= COS {(m —+1)arccos z},
? (@) =v@ T 17 | q’(w)=ism{(n+1)arccosa:;},
ou, ce qui revient au méme,- ' A V on i
¢ T _’il —_ ? @ .
¥ +o@y =@+ 1D ?@y 1

13-¢
La fonetion En divisant ¢ (z) par 22— 1, on aura une équation de la forme

q_;_(_:::%e' @) =@*—1)F (z) + Az + B,
€
étant de la forme . ' ' F (x) étant une fonction entiére.
e Foaas e On déterminera A et B en faisant dans cette équation
T F4
il s’ensuit que les termes avec les puissances : o p=—let o=+l
_ : il viendra [y 1
-—1 2 —(n—1) B—A=(_ ) y Ba+-A=—_,
T 5% ..o % ’ an an
_dans les développements des deux fonctions - et, par suite,
B _ 1+ (___ 1)n+1 A 1 — (_ l)n—l—l
- p—] —_—e
9 (x) =, o@ : t:; 2n—.0—1 i1

On aura de plus
suivant les puissances descendantes de z, sont les mémes.

Ainsi, en ayant égard & I’équation (6), on voit que les sommes 7 ¢ () % =—2 xf —(f)l = —aF(zr)— A — };f———_'——?
Zo(c), Zc,o(c), Zclo(c),...., Zc'of(c, | -
?(1)’ i?(g)’ g?(g)’ 1 ?( |) =—{A+xF(x)—l——B——l——:A—+-]i‘,
. z a? x
sont les coefficients des termes en '
A B A
11 1 I I Il S i
2 T g

Les racines de 1’équation
¢ () —- étant

oS y  €OS )
. . n+1 n—+1 n—+1 n—++1
8. En faisant maintenant

I faisons

nm—i+D~x

U = :v’—l’ & =¢o f—+1
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et nous aurons
a1<a2<aa<....< an,

1 . .
? (“5) — F(_____ 1)ﬂ—t+1 — % (_ ])n—H—i—l

En vertu de la proposition du n° 7, en ayant égard 3 P’équation
(7), on voit que la somme

Za'.a ea)=— % (— 1P B (— 1) “i)

est égale &4 — B si le nombre entier A est pair, et & — A si A
est impair.

On aura donc
1+ (— 1)n+1+)\

1 .
— ﬁ(_ l)n—i—l z (___ 1)!—1 ait\ — 2n_|_1 R

car le second terme de cette équation se réduit & — B lorsque A
est pair, et & — A dans le cas contraire.

On déduit de 12

I Gt Vi S Gt Vel

Z(— 1) ai)‘ 3 = §.

En faisant ici
A=1, 2, 3,...., n,

on obtient les équations (2), et la formule

f(z)= 1 sin{(n—+1)arccosz|

an V1I—2z2

est vérifiée.

9. Dans ce qui précéde, nous avons donné la solution com-

pléte de la question que nous nous étions proposée. Comme elle

a été trouvée par induction, il ne sera pas sans intérét de la
vérifier d’une maniére plus directe.

En reprenant les équations

Sdz =0, Szdr=0, Sa?dx=0,...., Sa" dz=0
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du n° 3, dont la solution comprend celle de la question proposée,
on voit facilement que le développement de 'intégrale

dz Sdz Seds SAdz
= - -+

Sx—z—'?_'_ 22 3

doit commencer, en vertu de ces équations, par le terme

S de

P

Supposons, en premier lieu, » impair. En faisant, pour ab-

réger, U=@—a)@—a)....(c—a, ),

Ve—a)o—a). .. .(0—a,)

on aura facilement, en effectuant I’intégration,

dz

U@ —1)

Vv

(z?—1) 102 — VQ}
Ve '
Pour que le développement de

dz
xr—a

S

commence par le terme
S#tdz
2!

il faut que celui de la fonction

(P —1)U2— V2
VS
soit de la forme
A B
__i+.x_"ﬁ+.

Or, V2 étant un polyndme du degré n —+ 1, il faut que la diffé-

renee (22— 1)U —V?

ait une valeur constante.
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On aura ainsi l’éqimtion indéterminée
(x* — 1) 02— V* = const.
En faisant 2 = cos ¢, on tire de 13, par des méthodes connues,

sin(”"' 1 ‘P)

U=aCc—2
sin ¢
1
V=iCcos("_; qa),

_ __ 1 p8in(rn+1)o
f(w)—UV—-—_'_.202Tw—-7

C’étant une constante. Comme la fonction f(z) est de la forme

A A A ST
il viendra

Ainsi, pour » impair, on a

__ 1 sin{(n—+1)arccosz}
f@ =g cosz ’

Soit, en second lieu, # pair. En faisant maintenant
U=@—oa)(r—a)....6—a,),

V=(x_al)(x—as). .. .(w—‘a"_l),
on aura

2
dz —log z+1)TU

Sx—z_ @—1)V?

— log {1 +(x+1)U2—(m—1)V2§_

z—1DV?
En remarquant, comme précédemment, que le développement de

dz
z—z

S

doit commencer par le terme

Sz de

1
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et que le polyndme (x— 1) V? gst du degré »—+~ 1, on conclura

que la différence
@+1)0PF—(@E—1V*
est une constante.

On aura de la sorte
@ -+ 1)U% — (z — 1) V* = const.

En faisant £ = cos ¢, on tire de la, sans difficulté,

n41 . {n+1
U=i0——cos( 2 ?), V=iCsm( i9)
cos% sin%
— [V = sin (n-+-1)o
fo)=0V=xoREDe,

ol C est une constante.
On trouve encore

et l’on aura, comme dans le cas précédent,

__ 1 sinj(r—+1)arccosz}
10. Notre fonction f(z) appartient & une classe de polyno-
mes qu’on peut définir comme il suit:
Considérons I'intégrale
+1
F(2)d=
—_—

r—2z
—1

[E—

o F(2) est une fonction réelle et positive entre les limites
z=-—1et 2=+ 1, et soient {(z) et ¢(2) deux fonctions en-
tidres, dont la derniére du degré m, telles que la différence.

ug (x) — (@),

développée suivant les puissances descendantes de z, soit de la
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forme

A B
——_-1+a_7m+ ceas

Les fonctions ¢ (2) et ¢ (2) constituent deux classe de polyndmes,
et f(x) appartient 3 la seconde. En effet, si 1’on suppose

F(s)= m=n-+1,

1
Vi—a
le polynéme ¢ (x) correspondant ne differe de f(z) que par un
facteur constant. Les propriétés des fonctions ¢ () ont été étu-

diées par plusieurs géométres; celles des polynémes ¢ (x) sont
jusqu’a présent trés-peu connues,

Nous allons démontrer la propriété fondamentale des fonc-
tions ¢ (x), qui consiste en ce que les racines de l'égquation

$@)=0

sont réelles, inégales et comprises entre —1 et —+ 1. On sait, par
la théorie de P’intégrale %, que les racines de I’équation

¢(x)=0

ont également cette propriété.
Nous empruntons & cette théorie les équations

fq: (@ F (s)dz =0,

@® ) [s@F@da=o,

M o(e)F(s)dz=0,
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—+1

©) yo=| PO Ep (5) g,

T—1

sur lesquelles sera fondée notre démonstration.
Désignons par v(z) la fonction entiére

m—1?

M:Aow’“‘l—t—A]x ~2 4 A

r—a

Z — « étant un des facteurs de ¢ ().
Soient encore

C, = f v(5) F () de,

-1

C, = f av(2)F (2) dz,

el

“+1 _
C,= f ™v(o)F (4) de.
—1
On a entre les G, des relations simples exprimées par les équations

C,;=aC, (i=1,2,3,....,m),

car il est évident que la différence
-+1 +1
C,—aC, = f =1 (5 — o) v (o) F () do = f =1 (5)F(#)dz
—1 -—1

s’annule en vertu des équations (8). On obtient de la sorte

- C,=aC,, C=0aC,=2a?C,...., C,=0a"C,,
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En multipliant les équations
—+1
C, ,=a™1C,= f 2y (o) F (o) de,
-1

-1
Cpy=a""2C,= [y HF () s,
-1
............................. ,
—“+1 -
0, =aC, = f v (2) F (¢) de,
=
—+1
C, = G, =fv (@ F (2)dz

—1
respectivement par les coefficients
Ay, Ao, A, A,

de la fonetion v(2), on aura

-1

C,v (o:.) =C,¢'(2) =f{v (@)1PF ()dz = () ¢’ (a);

—1

car on a évidemment, d’aprés (9),

Co'=fv(z)F(z)dz=fj—f2iF(z)dz_—.q,(a).

L’intégrale
f {v(2)}* F () de

-1

étant positive, on en conclut que ¢ («) et ¢’ («) sont des quantités

de méme signe.
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Il s’ensuit, en vertn du théoréme connu de Rolle, que les
racines de ’équation

b(@)=10

sont réelles, inégales et comprises entre — 1 et 4+~ 1, chaque
racine en particulier étant comprise entre deux racines consécu-
tives de I’équation ¢ (2)=0.

W
J
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SUR LES FORMES

QUADRATIQUES POSITIVES.

(PAR A. KORKINE ET 6, ZOLOTAREFF; MATHEMATISCHE ANNALEN.
BAND XI, 1877).



Dans nos recherches sur les formes quadratiques, nous avons
rencontré et défini les formes que nous nommons extrémes. La
question sur }a détermination précise de la limite des minima des
formes quadratiques se réduit 4 la recherche d’une forme extréme
au plus grand minimum. Or il est facile de voir que d’autres
questions fondamentales de la théorie des formes quadratiques
dépendent aussi de I’étude de telles formes.

A cet effet, et pour compléter les recherches que nous avons
déja publiées, nous nous sommes proposé de donner dans ce Mé-
moire, avec quelques propriétés fondamentales de ces formes,
toutes les formes extrémes binaires, ternaires, quaternaires et a
cinq variables.

Notre Mémoire est divisé en deux chapitres:

Dans le premier, nous considérons principalement les formes
4 uu nombre quelconque de variables.

Le second est consacré aux formes i cing variables.

Chapitre prémier.

1. Rappelons d’abord la définition des formes extrémes.
Nous nommons extréme une forme quadratique positive si son
minimum est diminué, lorsqu’on attribue aux coefficients des
accroissements infiniment petits, tels que la valeur du déterminant
de la forme reste invariable. Il est clair que toutes les formes
équivalentes 4 une forme extréme sont aussi des formes extrémes.
Nous considérons, dans ce qui suit, toute la classe de formes —

équivalentes comme uue seule forme.
23
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Quoique la définition que nous venons de donner exprime la
propriété caractéristique des formes extrémes par laquelle elles
sont complétement déterminées, toutefois la recherche de ces for-
mes pour un nombre donné de variables présente de grandes dif-
ficultés.

. Elle demande, en effet, une étude étendue des propriétés des
valeurs entiéres des variables pour lesquelles la forme regoit la
valeur minimum.

Quelles que soient, d’ailleurs, les difficultés de la recherche,

la question des formes extrémes est cependant la premiére qu’on.

puisse se proposer dans la théorie des formes quadratiques.

Les formes binaires et termaires qui ont été étudiées sont si
peu compliquées en comparaison avec les autres, ol le nombre de
variables est plus grand, que la recherche des formes extrémes ne
s’est point présentée dans leur théorie comme une question sépa-
rée; mais elle entrait implicitement dans la réduction de ces for-
mes. Or, si Pon suivait la méme voie dans I'étude des formes avec
un nombre de variables un peu considérable, il faudrait établir
des tables avec un nombre énorme d’inégalités, qui déterminent.
la forme réduite dans des cas donnés.

Si méme on n’avait aucune peine 4 former ces inégalités, il
fandrait néanmoins abandonner tout espoir d’en tirer des conclu-
sions semblables & celles qui ont été déduites pour les formes bi-
naires et ternaires. Or la composition méme de ces inégalités
demande la connaissance des propriétés des valeurs entiéres des
variables pour lesquelles la forme est la plus petite possible, ce
qui constitue la partie la plus essentielle dans la recherche des
formes extrémes. Quand une forme est donnée, on peut facilement
reconnaitre si elle est extréme ou non, par une méthode que nous
allons appliquer & trois formes:

*/ D
—9% PPV SR - B -+ P
U,=2 \/ pryira | [#,% 4+, Z2 4+, 2,2, 7,

-+ xﬂ—l xn] ’
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n —
V,=V2"D 222+ 222 2, 2 2,

Ly Ty 2y 2],

5 /29 1 1
Z = \/yD [:xlﬁ—a-x22+x32+x42+x5‘"—?xlxz—?wlxa
1

1 1 1
g O, g By By Ty T, — T8

(i

+%x3x4——w3x5-—x4x5].
Ce sont les seules formes extrémes dont nous aurons & nous occuper
dans ce Mémoire.

2. Considérons d’abord la forme U,.. Son minimum s’obtient,

1% Lorsque z;=1, 4, =,=---=2; =, =-=2,=0.
Cela nous donne » représentations, 7 étant un des nombres
1,2,8,....,m.

2°. Lorsque #,=1, 4, =—1, les autres z étant égaux &
nr—1)

2

zéro. Nous obtenons de cette maniére représentations,

les nombres ¢ et % étant différents entre eux et compris dans la
suite 1, 2, 3,...., %)

Considérons avec U, une forme f de méme déterminant — D
telle que la différence f— U, soit une forme quadratique & coef-

- ficients infiniment petits. Une telle forme f peut étre écrite comme

il suit: '

D

f=2 n—+1

(14 )2+ (1) 22 4o+ (1"‘“",,.)“;,.2
+ (1 +a)z, 0, + (1 + o )2, T, 4
+(1 5,0 Tny ‘En]

Ici les quantités o« et «, =, sont infiniment petites ou
z€ros.

(e 1), qui s’obtiennent de celles

*) Les autres représentations en nombre

gue nous donnons ici par le changement des signes de toutes les variables, ne

nous étant point nécessaires, nous en faisons abstraction.
23*
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Nous exceptons le cas dans lequel tous les « sont égaux &
zéro, car on aura alors identiquement f=U,.

En égalant le déterminant de f & — D, on aura, apres les
réductions,

(1) B (o +orggtem et = (g + g+ Qg ooy )+ 0 =0,

Q étant 1a somme des termes dont chacun est infiniment petit en

comparaison avec quelques-unes des quantités «. Donnons main-

tenant une autre forme a 1’équation (1). '
Supposons d’abord que, pour

$‘-=1, $1=$2=----=$‘,_1=x, —sie— g =O,

la forme f devienne égale &

” D .
@ 2 {2 (1w,

de serte que w,; = a,;.

Supposons ensuite que, pour £, =1, #, =—-—1, les autres z
égaux & zéro, la forme f devienne

(3) 2 \"/n_DH(l-.-m,.k),

de sorte que w, == W, == o, o — Ay

En désignant maintenant par Zw la somme de toutes les quan-
n(n—+1)
2

tités w,; et w, en nombre , nous aurons facilement

Zw=m (&t —+ -+ ) (g oy gyt “n-_l,n)'
Cela nous conduit & cette forme de 1’équation (1)
(4) YW+ Q ] O_

Les quantités » ne peuvent pas étre égales & zéro toutes ensemble,
car il s’ensuivrait que tous les « seraient égaunx & zéro et nous
avons fait abstraction de ce cas. Il est évident, de ce que nous
avons dit de Q, que, parmi les quantités w, quelques-unes sont
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négatives et les autres positives, car il serait impossible de satisfaire
& Péquation (4) dans une autre supposition.
Supposons que w,; soit négatif. Alors la valeur (2) delaforme

n
f sera moindre que 2 .
n—+1

Si maintenant w,, est négatif, alors la valeur (3) de f sera

. "/ D .. .
moindre que 2 \/ para Ainsi, dans tous les cas, il y a une va-

leur de f plus petite que le minimum de U,. 11 s’ensuit que le
minimum de f est, & fortiors, inférieur & celui de U,.

Donc le minimum de toute forme de déterminant — D, obte-
nue de U, par des variations infiniment petites des coefficients
est moindre que celui de U,, et par conséquent U, est une forme

extréme.
3. Passons maintenant & la forme V. Son minimum s’obtient:

1°. Lorsque #; = 1, les autres = sont égaux & zéro -
i=1,2,....n

20, Lorsque #; = 1, , = — 1; lesautres zsont égaux a zéro,
i et & étant deux nombres différents pris de la suite 1, 2, 3,..., n,
la combinaison i =1, k = 2 exceptée.

3°. Lorsque o, =—1, ,=—1, z,=1,1=3, 4,..., 0}
les autres x sont égaux & zéro.
4°, Lorsque &, = — 1, #,= —1, #,==1, 2, =1; les autres

o sont nuls, ¢ et % étant deux nombres différents de la suite
3,4,....,m.

Considérons avec ¥, une autre forme f du méme déterminant
— D et telle que la différence f— V,, soit une forme dont tous
les coefficients soient infiniment petits. La forme f peut étre re-
présentée comme il suit:

f=V2"—2D [(1+0,) 2,2+ (1-+0gg) T2 4 - -+(1+am):vn2+ocmx1x2
(1) B, Byt (L + ) By Tyte -4 (10 )T o]

les quantités «, et « sont des infiniment petits ou zéros.
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En exprimant que le déterminant de f est égal & — D, il
viendra, aprés quelques réductions,
(1) n (e, + ag) + 4 (g + 0, 4+ a,,) 4+ (n—2)a,
—2(ay oy - ay)
— 2 (ogg+ an+----—|¥a2n)+Q= 0,

Q étant la somme des termes qui sont infiniment petits par rap-
port & quelques-unes des quantités o.

Maintenant nous allons donner une autre forme i 1’équation
(1) et, dans ce but, nous supposerons que:

19. o, étant égal & I'unité et les autres & zéro, la valeur de

f soit
V2" D(1 +w,),

de sorte que w, =«

u’
20, z, étant égal & — 1, z, & + 1 et les autres = & zéro, la
valeur de £ soit

V2= D(1 +w,),

de sorte que w, = a,, + oy, — @, la combinaison i =1, k=2
étant exceptée;

3% =z, et z, étant égaux & — 1, 4, & + 1 et les antres z &
zéro, la valeur de f soit

V22 D(1 +¢)
(=3, 4,....,n),

de maniére que g, = o, - gy — & 0y — &, — &%,;5
40, 7, et «, étant égaux & — 1, 2, et 2, & —+ 1 et les autres
% & zéro, la valeur de f soit

V2" D(1-+¢),

de sorte que e =0+ oyg+ ;00— 0 ;— 0 — Oy = Ohyp -0y
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Maintenant, en ajoutant toutes les équations,
Wy = %y
Wy == Gy Gy — Ay
€ == Oy Oy Oy~ Qg 0 Ky,
€y == yy - Ulgg = 0y~ Oy~ Oig —— Oy — Oy —— Qg — Gy = Oty
on aura
T, + Zwg + Te, + Ze,
n—1
=73 (” (o + ) + 4 (g 2ty -, )+ (0 — 2) @y
— 2 (o oy e )

J— 2(&234_&244_....4_ aﬂn))'

Par conséquent 1’équation (1) prend la forme
n—1
Zw,, —+ o, + e, + e, - —5 Q=0.

11 résulte de 13, comme précédemment pour la forme U, que
la forme V,, est extréme.

4. Discutons de la méme maniére la forme

1
- T1%,

22D 1 1
2 2 2 2 JR— —
_\/ A A A A z, . %, —

27172 2

2152 2 2T g

2°D Tz,  x\? 3 z )’ 3 z )’
—\/ '———2—“2)*“2(%—3 +4(“’3 2

1 1 1
— T, A By Ty — Xy, — Ty % +—w3x4—x3x5—x4x5]

Ayant Z en forme d’une somme de carrés, il est facile de trouver
les représentations de son minimum. Elles sont contenues dans la
table suivante:
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5 % ¥ r %
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
1 1 0 0 1
1 0 1 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 1 1 2

Chaque ligne contient une représentation du minimum de Z,
par exemple, dans la derniére ligne, figure la représentation

=1, =1, =1, =1, x, = 2.

Pour démontrer que Z est une forme extréme, considérons la
forme

5 /99D :
f= Tge [(1 + ) 27+ (1 + o) 7,7+ (1 + Uge) Ty + (1 + @, ) 2,0

1 1
+(1+o:55)x52+<——2—+am)x1x2+(—?+a13)wla:a
1 1 1
B GV Lot ey Ty v xl%""(?“"%s)wﬂ%
1 1
g % xzx;"’("1"‘“25)9721'5""(?""“34)“;3“74
"'(_1""“35)“’3“;5"'(_1""“45)“74%]’

toutes les quantités « étant infiniment petites.
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Désignons maintenant par

5/99D 5/99D 5/99D
\/——31—(1 -+ w,), \/?(1 = 0y)y. e, \/—?:4—(1 -+ w,)

les valeurs de f qui s’obtiennent en attribuant aux variables suc-
cessivement les quinze systémes de valeurs contenues dans la table
qui précéde.

En exprimant que le déterminant de f est égal & celui de Z,
on aura, aprés quelques réductions,

(1) 7otyy~+Boy+ 3o+ 3o, +4a, + Say+ 3o, —+ B, —+ 4oy,

= Olgg—- 0y~ 0Ly~ 20t~ 201, 4~ 2¢,,+Q =0,

Q désignant la somme des termes dont chacun est infiniment petit
par rapport & quelques-unes des quantités «,,, a,...., a,,. D’aprés
la définition des quantités w,,w,,. .. .,w,, il viendra

—;— Lo = Ta,—+ Jogy—+ 3oy + 3o, + 4o, + 3, + 3a,, —+ 30,

—+ do, o -0, -0y, - 00, ~+ 200, + 2ay,,

de sorte que I’équation (1) prendra la forme

To+2Q=0.
Done, etc.

5. La méthode que nous avons appliquée aux formes v, 7,
et Z peut étre employée toutes les fois qu’on demande si une
forme donnée est extréme ou non. Mais il fant recourir & d’autres
moyens si ’on a & trouver toutes les formes extrémes pour un
nombre donné de variables.

Dans notre Mémoire Sur les formes quadratiques *), nous
avons énoncé un théoréme concernant le nombre de représentations

du minimum d’une forme extréme. Ce nombre ne peut &tre in-
n(n—+1)

férieur a 3

. On peut facilement vérifier cette proposition

*) Mathematische Annalen VI. Band, S. 366.
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pour toutes les formes extrémes que nous y avons données. Comme
elle est fondamentale pour nous, nous en donnerons la démonstra-
tion. Soit

f=Za, 2,2,

une forme de déterminant — D,

Désignons les différentes représentations du minimum M de f
comme il suit:

PPy-.-. Py
) 9 %----n
Ty T

Supposons que cette table ne renferme pas au moins "'(";—1)

représentations, qui déterminent complétement la forme f, son
minimum étant donné.

Cela posé, nous allons démontrer qu’en faisant varier infi-
niment peu les coefficients de f, on obtient une forme de méme
déterminant et dont le minimum surpasse celui de f.

En exprimant que la table (1) contient les représentations
du nombre M, on aura les équations

(2) 0,0, 0. = M, 29,90, =M,....

La supposition que ces représentations ne déterminent pas la
forme f consiste en ce que les équations (2) avec inconnues a;
ont un nombre infini de solutions.

Il suit de 14 que les équaticns

Iy =0, - . -

peuvent étre satisfaites par les valeurs A, qui ne s’annulent pas
toutes & la fois. De telles valeurs A, étant trouvées, considérons
la forme

f-+<q,
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¢ désignant une quantité infiniment petite et ¢ la forme

La forme Hhalil
f-+co

devient minimum pour les mémes valeurs (1) des variables quef;

mais, pour ces valeurs, la forme ¢ s’annule; par conséquent le

minimum de f-+¢¢ sera aussi égal & M, comme celui de f.
Faisons voir que le déterminant de f—+ep, pour la valeur

convenable de ¢, devient inférieur & D en valeur absolue. Désig-

nons-le par — D’; on a

’ aD aD aD
D_D+E<TI)\H+EG—%)\92+....-+aa_m,‘)\”"
aD aD an
t da, Ay dag Mg+ e ot Aoy )‘n—l,n) +Q,

Q étant la somme de termes des ordres supérieurs au premier
par rapport & e.

Il y a ici deux cas & distinguer:
1°. Lorsque 1’expression

p_dD, D, aD

e Y
n -t 22+ n—1
day, dag, Ay b

différe de zéro;

2°, Lorsque
P=

Dans le premier cas, ¢ étant pris avec le signe contraire &
celui de P, on voit immédiatement que

D=D-+eP+Q < D.
Dans le second cas, lorsque P = 0, représentons Q sous la forme
52
Q= K—2' —+ 017

K étant indépendant de ¢ et Q, une quantité infiniment petite
par rapport a €2,
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Cela posé, nous faisons voir que le coefficient

@D, , &D
K= Gt 2 Gy, b
est négatif.

A cet effet, considérons 1’expression
P:— DK,

qui est, comme on sait, 'invariant simultané des deux formes f
et . Transformons dans f et ¢ les variables par une méme trans-
formation linéaire dont le déterminant est égal & 1'unité. Soient
2,25, « « +, 2, les nouvelles variables,

La transformation mentionnée peut étre choisie de sorte que
f devienne

f=o,2 4+ay2} 4+ - +a 22
Supposons que ¢ prenne la forme
¢ =Sty % %

Composons maintenant, pour la nouvelle forme de f et ¢,
Pexpression P? — DK. Nous aurons facilement

Pﬂ-DK:sz%;)"_,_ (m)L e (m)’+ gt

11 Oog %yn %3 %gg

[T l"sn—ln
+ 2118 ... -+2—’——]-
%y X33 Ip—1,m—1 %

On voit de 13 que P?— DK est positif, car a,; sont tous positifs,
Or de l'inégalité
P:— DK >0,
a cause de I’équation
P=0,
on déduit que K est négatif. Dans le cas considéré, on a
2
U=D+K%+Q

et il suit de 14 que D' < D.

— 365 —

Amsi on peut supposer, dans I'un et 1'autre cas,

D'=D(1—u), 2>0.
Alors la forme

f+eo
Y1i—n
aura le déterminant — D et le minimum L > M.
n/‘_l —

Donc le minimum de la forme f peut étre augmenté par des
variations infiniment petites des coefficients qui laissent la valeur
du déterminant invariable.

Par conséquent, si une forme est telle que son minimum ne
7 (n+1)

puisse étre augmenté de cette maniére, il aura au moins 3

représentations qui déterminent complétement la forme.
6. Soit
f=Za,x,2,

une forme dont le minimum ne puisse étre augmenté par des va-
riations infiniment petites de ses coefficients, en laissant la valeur
du déterminant invariable.

Il est facile de démontrer que par ces variations le minimum
de f variera et, par conséquent, sera nécessairement diminué.

En effet, considérons la forme
f+Za, 0,0, =f+1,

de méme déterminant que f, ¢ =3« w2, étant une forme 2

- coefficients infiniment petits, et supposons que le minimum de

(f+{) soit le méme que celui de f. Il ne peut donc étre aug-
menté comme celui de f et la forme

f+1

représentations de ce minimum (n°5.),

n(n—+1)
2

qui seront évidemment contenues parmi celles du minimum de f.
Supposons qu’elles soient

aura au moins
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Dy, Pg. Dy
4 - %
8, 5. 8, .

D’aprés le n° 5., les équations
g =M, Zgqe;=2H,....,
ainsi que les équations
Ip 0 (g + o) =M, Zq,q,(0;+az) =M,

admettent une solution déterminée.

Il résulte de 1 que tous les «, s’annulent, et la forme f—+ ¢
est la méme que £, ce qui est contraire & la supposition.

7. De ce que nous avons dit dans les numéros précédents il
résulte les conséquences suivantes:

1°. Une forme dont le minimum ne peut étre augmenté, si
I'on fait varier infiniment peu ses coefficients, en laissant la
valeur du déterminant invariable, est une forme extréme (n°6.).

nn+1)
2
de son minimum qui déterminent complétement cette forme, en

supposant que son minimum soit donné.

3% Les formes avec le plus grand minimum, choisies dans
I’ensemble de toutes les formes de méme déterminant et avec les
mémes variables, sont nécessairement extrémes.

4° La détermination précise de la limite des minima se réduit
évidemment & la recherche des formes extrémes avec le plus
grand minimum. Par conséquent cette détermination sera accom-
plie si 'on a composé toutes les formes extrémes, le déterminant
et le nombre des variables étant donnés.

5°, Le rapport d’une forme extréme & son minimum est une
forme dont tous les coefficients sont des nombres rationnels.

Cela résulte de ce que, en vertu du n°5., les coefficients de

29, Toute forme extréme a au moins représentations
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toute forme extréme sont déterminés par les équations linéaires
semblables aux équations (2).

8. Nous allons nous occuper maintenant des déterminants
formés avec des nombres qui représentent le minimum de la
forme. Nous les nommerons déterminants caractéristiques. Un tel
déterminant sera, par exemple,

Py Py - - Py

IR EEER R A

ry 7Ty 7,
les lignes

PrPye--- Py

& Yo q,

..........

Ty Fgeueo ¥

désignant les représentations du minimum de la forme, comme
dans Nr. 5. la table (1); leur nombre est .

Ces déterminants constituent un élément essentiel dans notre
méthode de composer des formes extrémes; ¢’est pourquoi nous
allons démontrer quelques-unes de leurs propriétés.

Pour toute forme extréme, il existe au moins un déterminant
caractéristique qus ne soit pas égal & 2éro.

Supposons le contraire et soient, comme dans la table (1),

VAW 2T %

toutes les représentations du minimum de f.
Il suit de notre supposition qu’il existe des nombres

E]_, Em-- L En

qui ne sont pas zéro tous ensemble et tels qu’on ait
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plEI+p2£2+' v '+pnsn=01
QI21+QEEB+' v '—_'—qnsn:()’

Soit maintenant e une quantité infiniment petite positive. La
forme

f’=f—5(21x1+22x2+ R
a évidemment le méme minimum que f et les mémes représen-
tations de ce minimum.
Le déterminant de la forme f” est

—D—+eF(,5,. .. L),

FE,,5,. . . ,E,) étant la forme adjointe & £.

Ce déterminant sera par conséquent inférieur 4 D en valeur
absolue.

D’ou il résulte facilement, comme dans le n°5., que f n’est
pas une forme extréme, et le théoréme est démontré.

Q. Pour une forme positive quelcongque & n variables, dont le
nombre de représentations du minimum n’est pas inférieur & n,
les wvaleurs absolues des déterminants caractéristiques ne sur-
passent pas une certaine limite, qui ne dépend que du nombre n
de variables.

Pour les formes binaires, ce théoréme résultera de la formule:

1) (@? - 0%) (U2 4+ 0'%) = (uv' — o'} —+ (uw’ <+ o')2,

En effet, soit f(z,y) la forme binaire du déterminant — D,
représentée par la somme de carrés

(az <+ by)? + (@' + b y).
En posant, dans la formule (1)
=ap,+bp,, v=dap +bp,

w=uaq +bg, v=dgq +0gq,
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[OUS aUrons
£ (D0, 29 (@, 45) = (@b — ba) (p, gy — D, 0, =+ (s + o0/,
En désignant par A la quantité
P19 Ps%>
(0,21 (4,,9,) = DA®.

Supposons maintenant que les valeurs

il vient

(2,03, (g9

soient égales au minimum M de F. Il viendra

M2> DA
Or on sait que N
M< \/ 5D,

done L
B\ 3

{A) désignant la valeur absolue de A.

En supposant que les nombres p,,p,,q,, ¢, soient des entiers,
4n aura
(A)=0, ou (A)=1.
Or on ne peut pas supposer A =0, car il viendrait

&:..g_l;,
Dy qs

et comme p, est un nombre premier & p, et ¢; & ¢,, on aurait

nécessairement
n==xq, p,=7=X¢q,

et les deux représentations (p,p,) et (g, g,) ne seront point diffé-
rentes entre elles.

De la méme maniére pour les formes ternaires dans la for-

mule connue d’Euler
24
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(F+ P+ 1"+ ) (p? -+ ¢+ 17+ 57)
=(pp' —gq + 1’ — 88 + (pg +qp — rs —sr')}®
—+ (pr' 34 —gs' — rp) + (ps' + @' +rg +sp')?

SUPposons
p=uw +vv +ww, g=—ow'—wv,

r = wu'— uw, 8= ut/ — v,
r=u", ¢=1v", p'=uw", =0,
et, en ayant égard a l'identité
(s~ o' 4 w0 - (o' — it ~+ (w0r'— uw')? - (ur'— vu')®

= (U 4+ v* +w®) (u"? 4+ v + '),
nOus aurons
(2) (@ 4+ 0 4+ w®) (U - 0%+ w?) (W - 0" - ")
= [(vw’ — wv') " 4+ (wu' — uw') 0" + (' — v w"]?
-+ une somme de carrés.

Soit maintenant f(z,y,2) une forme positive ternaire du dé-
terminant — D). Représentons-la sous la forme d’une somme de.
carrés

F@,9,2)=(a0+by+CeP + (@ 5+b y ¢ 2+ (@ 5+ By + & o),
Faisons maintenant, dans la formule (2),
’ ’ 4
U =ap, +bp,+cp,, v=ap,+bp,+p,
I_ 4 [4 bl ’
w=uaq, +bg, +cq, v=0agq +bg,+Cg,
w=ar, 4+-brycry, V'=a'r, +br,+cr,
U4 ” 4
w=ap +bp-+cp,,
4 ” 1{3 L
w=agq+bg+cyq,

w'=a"r,+b"r,+c"r,.
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Alors on aura
[P 23,09 f (01,9, ) [ (7,75, 7))
Py Py ;| °
=D |¢q, q; ¢;| -+ une somme de carrés.
7‘1 T, 7. 3
Par conséquent

[Py 05, P (@155 ) [ (11,75, 7)) > DA,

A désignant le déterminant

D, Py P

49 9
T Ty 1y

Supposons maintenant qu’on ait

f(pl apsips)=f(q17%7qs) =f(7‘1,7‘2,7'3) =M

M étant le minimum de f.

Il viendra :
M3> DA?,
Or =
M<V2D;
done -
_ @< ve.
Ainsi =

(4)=0ou(a)=1.

10. Voici une démonstration générale de notre théoréme:
Soit f(%,, @4y.... x,) une forme positive & » variables

Tyy gy ..., Z,. Faisons la transformation

T, =plzl+qlz,+----+rlzn,

Ty ==Py 2~ Qo413 2,

-----------------------

$n=pﬂzl +gnzs+----+ T"Z,n,

8,,2g,. .. .,%, étant de nouvelles variables.

24+
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Soit encore
¢ =0y 2%

la forme transformée. On aura

au=f(pnpsa' v e Pph an=f(quqzv . '79,.)'

Représentons ¢ par la somme de carrés

2
Qg Byt CygZg ¥ —0y, 2
o =gy (5 afa Tt 1nfn ) 4 K (2, + Aoy —+-ee-)?
11 “11 2 3

+ L(z,+- P4+ Nz,

ol, pour abréger, nous avons désigné par K, &, L,.... N les
quantités suivantes:

2
K="t2%"%

=% % 3.

Gy ’ Ogg Oy — Gag”
Ay Gy Gy
L= 8, Gy Oy |: (@8, — a5,
)3 Ggg Tgg
I A B A Ry
N= Qrg Bgg - -« = gy . PR cen gy
amaam cect ann al, n—1 a’z, n—1°°‘°" an—l, n—1

On a, en premier lieu,

a,K.L... .N = DA},
A désignant le déterminant
.pl pﬂ" ‘. ’pﬂ

En second lieu, il est évident que

KE<a,y=1(q,95-+-+18p)r - N<La,,=[({ry,75 - - -2 Ty
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Done

f(pnpm- .. '7pn)f(Q17Q27- .. '7q1.)' st f(rlﬂ.z" v ,"..)ZDA”-

Si maintenant nous supposons

f(p17p2,' A "pn =f(Q1,QQ,- .. .,qn)::----:M,

M étant le minimum de £, il viendra

M"> DA,
Or I
p ne dépendant que de =.
Il résulte de la
(&) < V.

Donc le théoréme est démontré.
On déduit de 13 les conséquences qui snivent:

1°. Pour les formes binaires, g. = %, W< \/—é—: A ne pou-

vant &tre nul (n° 9), on aura (A)= 1.
3

4\3 4\

9°. Pour les formes ternaires, p. — ( —5) ;)<L (?) ; par
conséquent (A) tst un des nombres 0, 1.

3°, Pour les formes quaternaires, d’aprés le théoréme de
M. Hermite, = (4 )'- Par conséquent (A)é(—;’—)s. Done (4)
ne peut étre qu'un des nombres 0, 1, 2.

Tl résulte de notre Mémoire*) que (A) ne peut étre égal & 2
que pour la forme V.

En effet, afin que (A) soit égal & 2, il faut qu’on ait p = 4,
et que par conséquent le minimum de la forme soit ¥4D. Or un
tel minimum ne peut avoir lieu que pour la forme V.

*) Mathematische Annalen, V1. Band, 8. 366.
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4°. Pour les formes & cinq variables, nous profiterons de la
limite g = 9 donnée dans le Mémoire cité.
D’od il résulte (A) < 3.
Remarquant que (A) ne peut étre égal & 3, car dans ce cas
on aurait
M=V9D,

ce qui est impossible (n° 10 du Mémoire), on voit que (A) est un
des nombres 0, 1, 2.

11. En nous fondant sur les propositions établies dans les
numéros précédents, nous pouvons établir les formes extrémes
directement.

A cet effet, nous allons chercher pour chacune d’elles les
n(m-+1)
2
déterminent complétement. Nous rangerons ces systémes de
nombres en tables, comme nous.avons fait dans le n° 4 pour la

forme Z. Soit

représentations de son minimum en nombre

, qui la

(I) 4 a’ ? Y,1
I N S N
une table contenant y systémes de nombres.
Deux lignes
a By, -ona A

o, By, N
sont considérées comme distinctes si les égalités

’ r r .
@ =a, ﬁ=ﬁ,.---,7\=7\,
ou ces autres

d=—a, F=—2F ....,=—2%

.

n’ont pas lieu toutes ensemble. Dans le cas contraire nous comp-
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terons ces deux lignes
a B, ¥ ... A

o, B, ... N
comme une seule.
De plus, nous faisons abstraction du systéme dont tous les
nombres sont égaux & zéro, et nous désignons par m le nombre
de colonnes dans la table (I).

Soient

Ty, By oo v .y Ty

# variables, et supposons que chaque ligne de la table (I) comp-
renne leurs valeurs simultanées, de sorte qu’on ait successive-
ment

------------------------

T Ty.... %,
, a B ... 4
I ’ [4
{) o B
En remplacant les variables

Ty Tgy v+ oy T,

par les suivantes:
Y Yar o -« 23Uy

au moyen des équations

=0 +9 Yt G, Yy
- — - -
x,.———gin 1)y1_'_g;n 1)%_'_.__._._91(:; 1 Y,

les nombres g étant des entiers et le déterminant S+, g',....g" "
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étant égal & =1, pous déduirons de la table (I) une nouvelle
table qui se rapporte aux variables

Yis Yas <+ = -1 Yp-

Soit
Y, Yg  eeee Yy,
a b R |
1y a | A 4

.................

g+ pi—n gD

cette table. Nous dirons qu’elle est équivalente & la table (I).

Remarque I.—Si nous changons I’ordre des colonnes dans
une table quelconque ou les signes de tous les nombres d’une
méme colonne, nous formerons une nouvelle table & elle équiva-
lente.

De plus, nous laissons l’ordre des lignes tout & fait arbi-
traire; par conséquent on pourra mettre les lignes de la table
dans tel ordre que I’on voudra.

Remarque II.— Si P'un des déterminants formés avec n lignes -

d’une table est égal & —=1, on peut toujours transformer cette

table en une autre table équivalente ol se trouveront les lignes
suivantes:

Yo Yar-o- Yy
10....0
01....0
0 0. 1
En effet, soit
a g Y A
a/ pf ‘(, 4

oD BN gD 6D

ce déterminant.
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En faisant la transformation de la table (I) au moyen des
formules
T, =ay, o Yy Dy

Ty, = ﬁyl_'— B'?/2+""+ B(n—l)yru

..........................

nous aurons la table

Y1 Ya- Yu
1 0. 0
0 1. 0
(2) 00....1
a b. A
a b. A

équivalente & la table (I).

Cette table contient n lignes formée chacune avec 1'unité et
n — 1 zéros qui correspondent aux lignes

a, B,.... A

de la table (I).

Ajoutons encore que tous les nombres a,b,¢,...., @, b, ¢,....,
ainsi que les déterminants comme

b a’ b, c’
a, ! ’ ’
y |a', b, c,|, etc,
! bl
@, 4 ’” ’r
a, b, c

b

sont éganx aux déterminants formés avec n lignes de la table (2).
Par exemple:
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abe !
abe.... 1 . .
010....0 a b @20 .
a— = 00 0 €
001....0| |d v 1 ’
000....1 000 1

12. Passons maintenant & la recherche des formes extrémes
dont les déterminants caractéristiques ne surpassent pas 1’unité
en valeur absolue. Cette question se réduit & la recherche d’un
type auquel peuvent étre ramenées toutes les tables

T Ty....w,

a e A
) p

pour lesquelles les déterminants formés avec n lignes quelconques
sont égaux i zéro ou & 1. :

Relativement & la table (1) nous allons démontrer le théoréme
qui suit:

Soit donnée une table (1) & HZML;'—I—) lignes distinctes.

Supposons que, parmi les déterminanis formés avec n de ces
lignes, il y en ait au moins un qui soit égal & == 1 et que tous les
autres ne surpassent pas U'unité en valeur absolue.

Cela posé, on va voir que la table donnée contient précisément
n(n-+1)

lignes et qu'elle peut étre transformée en Uéguivalente

2
1, 0, O,
0, 1, 0,....0
0, 0, 0,....1
1,—1, 0,....0
1, 0,—1,....0
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Celie dernitre table contient, en premier lieu, les n lignes

10....0
01....0

et encore ”—(4’3'—2_—1)

—1, et n — 2 zéros.

Avant de démontrer le théoréme général, nous allons indiquer
une propriété de la table (1).

D’aprés la supposition, an moins un des déterminants formés
avec n lignes de la table (1) est égal & == 1. Donc, d’aprés le
n® 11, elle peut étre transformée dans une équivalente

lignes formées chacune de deux unités +1 et

100.... 0

010. 0

000 1
(2)

abc !

alb ¢ 4
Tous les nombres

abdbec

a b ¢

ainsi que les déterminants

a b c
a b

» |d ¥ |, ete,
I 3.
ab

all b” G”

sont nuls ou =+ 1.
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Maintenant on voit facilement que le théoréme énoncé a liew
pour n = 2.

En effet, il existe dans ce cas quatre systémes différents
formés de zéros, de + 1 et de — 1. Ce sont

10 1 0
20 0 1
3° 1 —1
49 1 1.

Les systémes (3) et (4) donnent le déterminant
1 —1
1 1

égal & 2.

Par conséquent ils ne peuvent pas se trouver ensemble dans

la table (1). Ainsi la table cherchée pour n =2 ne peut étre
formée que de deux maniéres

1 0 10
0 1 et 01
1 —1 11

Il est évident que la seconde de ces tables est équivalente & la
premiére et le théoréme est démontré pour n = 2.

Nous allons démontrer maintenant que la table
1000....0
01060....0

0010....0
T

..............
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résultant de la table (2), si 'on supprime la premiére ligne et la

premiére colonne, & au moins ’%—(”2;1) lignes distinctes.
Soient
BC.... L
BcC.... L

deux systémes non différents entre eux, savoir
’ r '
B==*pB, C==*+0C,...., L==*x1L.

Echangeant alors, s’il est nécessaire, dans les tables (2) et (3)
les signes de tous les termes de la ligne oii se trouve le systéme
B'C,....L, nous la ferons identique au systéeme B, C,. ..., L.

Ainsi deux lignes de la table (2), dans lesquelles se trouvent
les systémes B, C,....,Let B',C',....,L seront

ABC.... L
ABC.... L

Donc ils ne sont distingués ’un de I’autre que par ’élément 4.

Chacun des nombres distincts 4 et A4’ est égal & zéro ou
a1,

Remarquons maintenant que les nombres A et 4’ ne peuvent
étre égaux A I'unité avec des signes différents.

En effet, si tous les nombres B,C,.... L étaient égaux a

éro, les systé
zéro, les systémes 4BOC. . . L

ABC.... L

ne seraient pas distincts, ce qui est contraire & la supposition.
Donc I'un au moins des nombres B, C,...., L est égal & = 1.
Soit, par exemple, B = 1.
En supposant A et A’ éganx & l'unité avec des signes diffé-
rents, on aura le déterminant
A B
4 B

égal & —= 2, ce qui ne peut étre.
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Ainsi I'un des éléments A4 et A’ est zéro et 'autre I’unité
avec un signe déterminé. On peut tomjours supposer ce signe
positif, car dans le cas contraire on pourrait changer le signe de
tous les termes de la ligne & laquelle appartient 4.

Nous désignerons 1’ensemble de deux systémes

4BC....L

ABGC....L
par une seule ligne

(@) " ABC....L

I’élément 4 ayant deux valeurs O et 1.

Les systemes semblables & («) seront dits les systémes doubles.

Pour savoir le nombre des systémes distincts de la table (3),
il faut chercher combien il y a des systdmes doubles dans la
table (2).

Quant & celui-ci nous aurons la proposition suivante:

Le nombre de systémes doubles de la table (2) ne swrpasse
pas n—1.

Supposons, au contraire, que les systémes doubles s’y trou-
vent en nombre au moins égal i n.

Solent 4 B C ....L
@ 4 B C ....I,
n—1 ‘Bn—l Gn—l s Ln—l

ces systémes.
Remarquons que dans la méme colonne de cette table ne
peuvent se trouver deux unités de signes différents.
En effet, soient, par exemple, B et B, de tels éléments.
Alors supposant .
P A=1, 4,=1,
nous aurons le déterminant
4 B l
4, B,
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égal & == 2, ce qui ne peut avoir lieu. Il suit de 13 que, en chan-
geant, s’il est nécessaire, les signes de tous les termes des colon-
nes, nous pouvons faire positifs tous les termes de la table (4).
Cela posé, nous allons voir si cette table est possible.
Parmi les systémes

B C L
Bl Cl L1
B n—1 Cn—l ¢ Ln—l

il en existe an moins un qui contient deux ou un plus grand
nombre d’unités, car le nombre de systémes distincts formés avec
I'unité et » — 2 zéros est égal 4 n — 1.

D’aprés cela, il est permis de supposer

B=1, C=1.
En outre, il est facile & voir que les couples des nombres

(B, G, (B, Gy, .- .-, (B, 4,GC, )

' peuvent se réduire & ceux-ci: (0, 0), (1, 1), et encore & I'un des

deux couples (0, 1) et (1, 0).
En effet, supposons, quant & ces derniers, que parmi les
couples (B, ), (B,,0),...., (B,,C,) ily ait 'un et antre.
Soient, par exemple, B, =0, C,=1, B,=1, C,= 0. Nous
aurons alors le déterminant

A B C
4, B, C,
'Aﬁ 'BB 02
dont les éléments sont pris a la table (4). Si nous faisons 4 =0,

4,=4d,=1, le déterminant sera égal & 2, ce qui est impos-
sible.

?
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Ainsi, parmi les couples (B,, (), (B,,C,),. ..., il ne peut
se trouver qu’un des couples (0, 1) et (1, 0), par exemple (0, 1).

Maintenant, en retranchant les léments de la deuxiéme co-
lonne de ceux de la troisiéme, nous transformons la table (4) en
une nouvelle qui lui est équivalente. Les éléments de cette nou-
velle table seront encore égaux & zéro ou & l'unité positive, car,
d’aprés la supposition, les éléments de la troisieme colonne ne
sont pas inférieurs & ceux de la deuxiéme.

Dans la nouvelle table, le systéme 4, B, C,...., L sera
remplacé par celui-ci: 4, B, C— B,.... L, contenant moins
d’unités que le précédent, car C— B = 0.

Quant aux autres lignes de la pouvelle table qui remplace-
ront les lignes 4,, B,,...., L, 4,, B,,. .. ., L,, chacun d’elles
contiendra un méme nombre d’unités ou ce nombre moins un.

On congoit maintenant qu’en faisant plusieurs transforma-
tions analogues aux précédentes on réduit toutes les lignes

B ¢ ....L

B . C . ....L

n—1 n—1 n—1
aux autres, dont chacune contiendra une unité et n— 2 zéros.
D’ou P'on voit que la table (4) est impossible, car le nombre
de telles lignes distinctes est égal & » — 1. Donc le nombre de
systémes doubles ne surpasse pas » —1 ou, en d’autres termes,

le nombre de lignes distinctes de la table (3) n’est pas inférieur

3 nn—1) ’
2

position.

Supposons qu’elle ait lien pour le nombre n — 1 et faisons
voir qu’elle subsiste encore pour le nombre n.

Le théoréme ayant lien, par hypothése, pour le nombre n—1,
on voit que le nombre de systémes distincts de la table (3) ne
n{n—1)

2

. Maintenant passons & la démonstration de notre pro-

surpasse pas . Mais on vient de voir que ce nombre
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n'est pas inférieur 2 ”(n—l); par conséquent il est égal 2

2
2 (n2— 1). Il en résulte encore que le nombre de systémes doubles

de la table (2) est ézal & (n —1). Donc les systémes dans la
table (2) sont en nombre nint1)

Nous avons vu que les systémes doubles peuvent étre tou-
Jours présentés ainsi:

4 100....0

.................

4,00 0....1,

les nombres 4,, 4,,...., 4, | étant égaux & zéro ou i I’unité.
Donc étant donnés ces n — 1 systémes doubles, ainsi que le
systéme 1, 0, 0,...., 0, nous ferons connaitre qu’il se trouve
B=D®=2) tiires systémes qui f t 1 T:
2 qui forment avec les systémes
mentionnés plus haut la table que nous cherchons.

Remarquons, en premier lieu, que si, dans le systéme quel-

conque
a, byc....,1,

le premier élément a est égal & zéro, deux des éléments b, ¢,. .. .,1!

sont égaux A l'unité avec des signes différents et les antres sont
nuls.

En effet, si, parmi les éléments’
be.... 1

il y en avait au moins trois égaux & 1’unité, on en pourrait trouver
deux égaux & I'unité avec un méme signe. Soient, par exemple,
b=c==1. En supposant, dans le déterminant

41 0
4, 0 1
0 b ¢

?

25
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4,=A4,=1, il vient

o -
=)
|
1l
o

1
1
0x]1=x
ce qui est impossible. ]

Donc I'élément @ étant nul, deux des éléments b, c,...., 7
sont égaux & I'unité avec des signes contraires et les autres sont
des zéros. '

Snpposons, en second lieu, a===1. On peut tomjours
prendre ¢ =1, en changeant, dans le cas contraire, les signes
de tous les termes de la ligne a, b, c,. .. .,1.

Alors aucun des nombres b, c,. ..., I ne sera égal & I'unité
négative. En effet, en supposant, par exemple, b=—1et 4, =1,
on aurait le déterminant
4,1

a b

égal 3 — 2.
Remarquons encore que parmi les nombres b, c,. ..., 1, il

n’y en a plus de denx égaux & I'unité, Supposant, en effet, qu’il

y en ait k qui soient égaux & 1’unité, nous aurons le déterminant

4, 10....0

4, 01....0
4,00 .1
a b ¢ l
En supposant
A1:A2=""=An—1=l

il est facile de voir que ce déterminant est égal & == (k— 1), ce

qui est encore impossible, & étant supérieur & 2,

—1)(n—2)
2

Donc les systémes en nombre qu’il nous reste
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& chercher ne peuvent appartenir qu’a deux groupes
@ ' 0,5,¢0....,1,

ol les denx nombres parmi b, c,. . . ., I sont égaux 3 1'unité avec
des signes contraires et les autres sont zéros; et

(ID) 1,bc....,1

deux des nombres b, ¢,... ., ! étant égaux & 'unité positive et
les autres & zéro.

Maintenant nous allons démontrer que, pour tous les =De—2)
systéme cherchés, on peut prendre W systémes du
premier groupe.

En effet, on va voir que, si la table contient les systémes du
second groupe, elle peut étre transformée en une équivalente de
telle maniére, que les systémes du second groupe disparaissent.

Nous commencons par un cas particulier » — 3. Alors on a les
systémes '

1 0 0
41 0
4, 0 1,

savoir cinq systémes.
Il nous faut encore chercher un systéme. Ce dernier systéme
est un des deux suivants:

0 1 —1 systéme du 1* groupe
1 1 1 systéme du 2° groupe.

Considérons la table

1 0 0
4, 1 0
4, 0 1
1 1 1

25*
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ou, ce qui est le méme, la table

1

— = O = O
[ e T = T i e =)
e e OO O

En retranchant les éléments de la 3° colonne de ceux de la
1° colonne, on aura la table

1 0 0
01 0
1 1 0
—1 0 1
0 0 1
0 1 1.

Aprés le changement de signe de tous les termes de quel-
ques lignes et colonnes, cette table se transformera dans la sui-
vante:

1 0 0
01 0
1 1 0
1 0 1
0 0 1
0 1-1.

Dot il suit: 4

Si dans le cas de n—=3, la 6° ligne appartient au second
groupe, la table peut étre transformée dans une équivalente qui ne
contient aucun systéme de ce groupe.

— 389 —

Au moyen de cette transformation, les sysfémes
4 1 0
4, 0 1

se transforment en eux mémes.

De plus, dans les 2° et 3° colonnes, rien n’est changé aux
signes de quelques termes prés.

Pour passer maintenant au cas général, nous supposons que
la méme propriété subsiste pour un nombre quelconque »—1 et
nous faisons voir qu’elle aura encore lieu pour un nombre x.
Ainsi nous supposons que la table correspondante au nombre
n—1, dans laquelle existent les systémes 1, 0,...., 0;
4,1,0,0,....; 4, 4,0,0,....,1 peut étre transformée
dans I’équivalente

1 0o 0., 0 0
4 10

4, 0o 1 0 0
4_, 0 0.. 1 0
0 —1 +1 0 0
0 0 0....—1, 1

et qu'au moyen de cette transformation les systémes 1, 0, 0,...., 0;
4,1,00,0;....; 4, ,, 0, 0,....1 se transforment en
eux-mémes et dans les 2°, 3°,. ..., »— 1" colonnes rien n’est
changé aux signes de quelques termes prés.

Cela posé, nous considérons la table correspondante au nombre

n, dans laquelle existent les systémes

1 00....0
4, 10....0
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n—1)(n—2)

et encore 5

et IL.

En effacant la derniére colonne et ne considérant que les
lignes distinctes, on aura la table correspondante & n —1.

Cette table, d’aprés ce qu’on a admis, peut étre transformée
dans la suivante:

systémes appartenant aux groupes I

1
A, 1

4_, 0 0.. 1

0 —11 0
0 00....—1,1

D’aprés cela, la table qui se rapporte au nombre n peut étre
écrite comme il suit:

1 0 0 0 0
A4, 1 0 0 0
An_l 0O 0 0 1
0 —1 1 0 @
O _1 0 1 ae
A M ¢! P T
Ay My Vg ) T
)\n—z Br—s Yn—s Pn—s * Tn—a
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doivent appartenir au premier groupe et par conséquent on aura
o =0y =--ee=0(,

En outre, tous les nombres 1,,1,,. .. .3 T,_g SONt égaux & —+ 1,
car le nombre de lignes distinctes ayant zéro en derniére colonne

nn—1) ‘e :
ne peut surpasser — 5 ¢t nous avoms déja toutes ces
lignes.

Il est & remarquer encore que tous les nombres ALAy .. A,

sont nuls, on tous sont égaux & -1 (— 1 peut &tre converti
en + 1),

En effet, soit au contraire le nombre A égal & zéro dans 'une
des lignes et dans l'autre & I'unité; savoir, supposons une des

lignes appartenant au premier groupe et I'autre au second. Soient,
par exemple,

A=0, py=—1, vy=0,...., 7,=1
A=1, py= 0, v,=1,...., 7,=1.
En ajoutant & ces deux systémes celui-ci:
0, —1, +1,...., 0,

on aura ce déterminant

] i
Pa Vg Ty| =2,
—1 +1 0

ce qui est impossible. Done les nombres

Ay By Ve e e ey T Agy fhay Vgye ooy Ty

ne peuvent étre assignés que de deux maniéres, ce qui nous con-
duit aux deux tables snivantes:
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1 0 1 0
4, 4, 0
b, 0 0 4,_,0 0
0 —1 1....0 0 —1 1....0

09 et (3)

0 —1 0....1 1 0.... 1
0 0 —1....1 1 0 1
0 0 0..—11 1 0 0....11

On transforme facilement la table (8) en table (y) et au moyen
de cette transformation les systémes

1 00....0
4, 10....0

se transforment en eux-mémes et dans les 2°, 3°,. ..., n'** co-

lonnes rien ne change aux signes de quelques termes prés. '
I1 est évident encore que tous les déterminants formés avecn

lignes de la table (y) sont égaux & zéro ou & == 1. _
Enfin nous remarquons que, dans la table (y), les éléments

4,,4,,....,4, ,, au lieu de leurs valeurs 0 et «+ 1, peuvent

avoir les valeurs 0 et — 1; cela revient & changer les signes de

tous lés termes de la 1™ colonne. ’
Donc le théoréme est démontré.

13. On déduit de ce théoréme la conséquence suivante:
Toutes les formes extrémes & » variables dont les détermi-
nants caractéristiques sont égaux & zéro ou & == 1 sont équiva-
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lents & la forme

—ok2/ D
U"—2Vn+1[$‘2+$"2+""+w"2+$1z3+”"]'

Nous avons vu, en effet, que les tables correspondantes &
telles formes se transforment dans la table qui correspond & U,,.

Pour abréger, nous dirons qu’il n’existe qu’une seule forme
extréme U, dont les détermirants caractéristiques sontde 0 ou=1.

En ayant égard aux limites des déterminants caractéristiques
pour les formes binaires et ternaires (n®9.), on voit qu'il existe
une seule forme binaire extréme

4
\/—3—D @2+ 2+, 3,),

ainsi qu’une seule forme extréme ternaire

N 2 3 2
2D (22 +2+ 2+ 2, %, + 1, T, + 2, 7).

Deuxiéme Chapitre.

14. En passant 3 la recherche des formes extrémes & 5 va-
riables, remarquons d’abord qu’en vertu du n° 10 leurs détermi-
pants caractéristiques ne surpassent pas 2 en valeur absolue.

D’abord il faut démontrer que chacune d’elles en a an moins
un égal & 1. Cela deviendra évident si nous faisons voir que
les formes extrémes 3 cinq variables dont tous les déterminants
caractéristiques sont égaux & zéro ou & == 2 sont impossibles.

En effet, supposons que f(z,, %,, %,, %,, ¥;) est une de ces
formes et que la table
501 zﬂ z3 z4 x5

Dy Pe Py Py Ds

h %% 9 %
O

8 5 55 8 §

contient toutes les représentations du minimum M de f.
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D’aprés le n°7, cette table contiendra au moins 5—?: 15
lignes.

Comme tous les déterminants caractéristiques de f ne sont
pas égaux & zéro (n°8.), il en existera au moins un égal 3 == 2.

Supposons que ce soit le déterminant

Py Py Py Py Ds
h 9 9% 9 9

et, désignant par
%5 8y 2y 8y &

les nouvelles variables, faisons la transformation

.’401 =p12’1+q152+°"'—l—’r12’5,

. 565=p546’1+q52’2+-"'—l—r535.
Soit .

? (2, 2,2, 2,, %)

la forme f transformée.

En vertu de ce que tous les déterminants caractéristiques de
sont égaux & zéro om & —+2, il est évident qu’a toute ligne,
comme

B=8, Xz==8;...., &,=S§,

de la table (1) correspondent les valeurs de 2, 4,,. . . ., égales
aux nombres entiers. Il est évident de plus que ¢ étant comme f
une forme extréme tous les déterminants caractéristiques de o
sont égaux a4 zéro ou & —=1 et que le minimum de @ est
égal & M.
En désignant par D le déterminant de f, 4D sera celui de g.
En vertu du p°13, le mivimum M de ¢ sera égal & la
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quantité

5/64 D L e
—§—>\/9D.

Or cela est impossible, car on doit avoir
M < V9D.

Donc la forme telle que f est impossible.

Remarque. — Par le méme raisonnement on s’assure que la
proposition démontrée dans ce numéro a encore lieu pour les
formes quaternaires; savoir que parmi les déterminants caracté-
ristiques des formes extrémes quaternaires, il en est au moins un
qui soit égal 4 'unité.

A cet effet, il suffit de savoir que, pour les formes quater-

naires,
3

M>(%>2 VD.

15. Nous nous servirons dans ce qui suit d’une proposition
relative aux formes quaternaires que nous allons maintenant dé-
montrer. .

Soit f(2,,%,,,,«,) une forme quaternaire qui regoit la valeur
minimum M, lorsqu’une des variables, par exemple z,, est égale
a4 2, les autres variables ayant des valeurs convenables.

Supposons de plus que f devienne égal & M pour les trois
systémes de la valeurs des variables que voici:

l.’l}1= 1, =0, #,=0, 2,=0,
(1) I

z, =0, ¢,=1, 2,=—0, 2,=0,

z2,=0, £,=0, =1, 2,=0.

En d’autres termes supposons que la table de f contienne les
lignes
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x, , T, T,

1 000
0100
0010
a, @, @, 2

a,, @, a, étant des entiers. Cela posé, nous allons démontrer que
f est P'une des huit formes équivalentes & ¥, qu’on obtient de
Pexpression

2 72 4

&

M[ 1""-— %_&)"_I_(x__l_x)”_l_%

en combinant les signes = de toutes les maniéres possibles.

Comme le minimum M de f a les trois représentations (1),
les coefficients de #.2 =3, #,® dans f sont égaux & M; ainsi 'on

aura
f= Mz2+ Mz}?+ Mz 2+

Représentons f sous la forme d’une somme de carrés:
f= M((z, + az, + B2, + y2,)* + N (2, + o7, +c,)?
-+ P(z,+ {z,) + Q2]

Remarquons d’abord que le coefficient @ ne peut surpasser

1 . .
- ¢ar, si I’on avait

Q>4
on aurait
{(a,,a;,a,,2) > 4QM > M,
ce qui est impossible.
Ensuite faisons voir que le coefficient ¢ ne peut pas étre non
plus inférieur a 2. En effet, dans le cas contraire, aprés avoir

4
supposé #,=1 et attribué aux variables z,, 2,, #, des valeurs
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telles, que chacun des carrés
(@, + &), (@,-+ 32,2V, (x4 oz, Bz, +y2,)
ne surpasse pas -4—, la forme f deviendrait inférieure 4 M, ce qui

ne peut avoir lieu. Donc @ doit étre égal & %-

En outre, on aura
N=P=1.

En effet, il est évident d’abord que chacune de ces quantités N
et P ne surpasse pas l’unité. D’un autre coté, aucune d’elles ne
peut étre inférieure & l'unité, car dans ce cas, en prenant ¢, =1
et attribuant aux nombres z,, #,, #, des valeurs telles que les

. . , . . 1 .
trois carrés mentionnés ne soient pas supérieurs & <’ °n aurait

la valeur de f moindre que M. Donc on aura
f= Mz?+ Mx2+ Mz} ~+-.--
=M [:(a:1 —+ o, + BT, -+ YT, + (¥, + 8%, 7))
—+ (2, + L+ —i— a:f:l .

En égalant les coefficients des 2,2 et x,? dans I’une et 'autre
expression de f, et en remarquant que le coefficient de z,* ne
peut étre moindre que M, il vient

«a=0, =0, §=0,
Y”+52+C2_>__—%-

Comme les quantités vy, €, { ne surpassent pas -é—, en valeur

absolue, on doit avoir

1 1 1
Y__'—_‘i——-, E=—_|_'_'—é—) C=+_é-

2

Le théoréme est démontré.
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16. En ayant égard aux limitations des déterminants caracté-
ristiques pour les formes quaternaires (u°10), ainsi qu’a la pro-
position da n®13, on voit qu'il existe seulement deux formes
extrémes quaternaires

+/D .
2 2 2 ]
2 \/ - @+ 2 2 2 2, BT, Bt B, 2 B, 0,
—
VAD(@ v 2+ a3+ 0340 4,40, 2, w1, 1,).

11 en résulte que V4D est la limite précise des minima des formes
quaternaires.

Nous avons ainsi une nouvelle démonstration de ce théoréme.

17. 11 suit de ce qui précéde que toutes les formes extrémes
& cinq variables se distribuent en deux groupes:
dans le premier sont contenues les formes dont les détermi-
nants caractéristiques ne surpassent pas I'unité, en valeur
absolue; ces formes sont équivalentes & U, en vertu dun®13;
dans le second se trouvent les formes pour chacune des
quelles il existe des déterminants caractéristiques égaux
a+2,
En considérant le dernier groupe de formes nous avons &
distinguer deux cas:
1°. Lorsque toutes les valeurs des variables qui donnent le
minimum de la forme sont égaux & zéro et & 2= 1.
2°. Lorsque parmi ces valeurs se trouvent égales & == 2.

Le premier de ces cas se réduit toujours au second, en vertn
de la proposition que nous allons démontrer.

Soit f(z,,%,,....,%,) une forme extréme i n variables, et
Supposons que son minimum soit donné par les valeurs 0 et == 1
de z,,z,,....,z,.

Supposons de plus que ces déterminants caractéristiques ne

surpassent pas 2 en valeur absolue et qu’il en existe qui soient

égaux & =1 et & 2,
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Cela posé, on trouvera dans la table de f les n lignes

ml mﬂ. P mn
(1) ql qﬂ' e qn ,
’rl 7'2. ’rn

qui composent le déterminant égal 4 == 2,

Nous allons démontrer que dans cette table on trouvera une
certaine ligne qui, avec n» — 1 lignes du déterminant (1), com-
posera un nouveau déterminant égal a4 == 1.

Supposons le contraire et, en désignant par

’ ’ 4
z, ,...., %,

les nouvelles variables, faisons la transformation

14 ’ !
Ia;1=m1ml+q1x2+--.--+r1w“,
’ ’ ’
z2=m2x1+q2x2+----+7‘2zﬂ,

(2)

.........................

Désignons par
F@/,2),....,x,)
la forme f transformée. _
Il est évident que, en vertu de notre supposition pour toute
ligne

5=k, z,=k,...., z,=k

de la table de f, on obtiendra, par les équations (2), des valeurs
entitres de 2,,%,,. .. ., z"' qui sont égaux & zéro et & 1.

En désignant maintenant par A un déterminant caractéristique
de f et par 3 son correspondant de la forme F, on aura

A=—+23,
A et 3 étant des entiers.
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Or nous avons supposé qu’il y a un certain A= =1, par

conséquent on obtiendra ]

Szi—é‘ﬂ

ce qui est impossible.
On ne peut donc supposer que les » — 1 lignes quelconques

du déterminant (1) composent avec toute ligne de la table de f

un déterminant égal & zéro ou 4 == 2.
Il existe, par conséquent, dans cette table une certaine ligne
.p17p21' b ".pn

qui, avec »— 1 lignes, comme

compose le déterminant

lpl, Par- > Pus

(3) ‘iqU Qm""a n’

Py Tarevvny Tpy

égal a1,
Faisons maintenant la transformation
=0T HhY, Y,

Zg=PghF+ QY+ 7Y

Ly=DPpth 4yt -+1Y,
et soit :

@ W5 Yar- - -y Yp)

la forme f transformée.
Les formes £ et ¢ sont équivalentes, et aux valeurs

Ti=my, Ty=My,...., T, =m,

correspond la valeur g, =3,
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Dans Ia table de ¢ on trouvera par conséquent les n lignes

b Y- Yy
1 0....0
) 10 1....0
0 0....1

qui correspondent aux lignes (3) de la table de f et la ligne cor-
respondante & m,, m,,. ..., m commencera par le nombre =+ 2,

Ainsi la forme f peut étre transformée dans une équivalente ¢,
dont la table contiendra les n lignes (4) et dans les autres lignes
-on trouvera les nombres égaux 4 == 2.

18. Désignons maintenant par f upe forme extréme 2 cing
variables et telle, que parmi les déterminants caractéristiques
-correspondants & cette forme il y en a au moins un égal 3 == 2.

On a vu (n° 17) que la table correspondante a f peut &tre
transformée dans une autre i elle équivalente et telle, qu’elle
contienne les lignes

T, T, Ty X, %
1 0 0 0 0
01 0 0 0O
0 01 0 O
0 0 01 0

0 0 0 0 1.

En outre, cette table contiendra nécessairement une ligne
ayant au moins un terme égal & == 2. On peut évidemment sup-
poser que ce terme est égal & + 2 et se trouve dans la 5° colonne.
Donc on aura la ligne

a, a, a; a, 2.

Les nombres a,, a,, a,, a, peuvent étre supposés positifs et
leurs valeurs, comme on sait, ne surpassent pas 2.

26
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Nous remarquons d’abord que deux des nombres «a,, a,, a, a4
ne peuvent étre nuls. En effet, soit, par exemple,
a,=a,=0.
Cela étant, si I’on pose dans la forme f
z, =,=0,

on aura la forme ternaire, dont le minimum sera évidemment
égal & celui de f. Parmi les valeurs des variables z,, z,, «;,
pour lesquelles la forme ternaire prendra son minimum, il y a.
les suivantes:

o =R
- Oo&
© Q|8

ag 2.

o=

Ces trois lignes nous donnent le déterminant caractéristique
égal & 2, ce qui est impossible par rapport aux formes ternaires
@ 9).

On voit de la méme maniére que deux desnombres a,, a,, a,,a,
ne peuvent étre égaux a 2.

En effet, soient, par exemple,

a, =@, = 2.
Posant dans la forme f
T, =0, X=42,

nous aurons la forme ternaire & variables z,, z,, 2,. Le minimum
de cette forme est égal au minimum de f; car les coefficients de

22 et z,2 sont égaux i ce minimum. Comme dans la table de la .

forme f nous avons les lignes

001 0 0
000 1 0
2 2 a a 2,
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la forme ternaire aura les représentations suivantes de son mi-
Dimum:

x, x, =,
1 0 0
01 0
a, a, 2,

Ces lignes dornent encore un déterminant caractéristique égal
& 2, ce qui est impossible.

Remarquons enfin que deux des nombres

@, @, @, a,

ne peuvent étre égaux, I'un & 2 et ’autre & zéro.
En effet, soient, par exemple,

=0, ay =2,

Cela étant, posons, dans la forme f,2,=0, z,==,. On aura
une forme ternaire & variables %, «,, 2.

Les représentations du mirimum de f

8

L %, %, oz
0 01 0 O
0 0 01 0
0 2 g, a 2

donnent pour le minimum de la forme ternaire les représentations
suivantes:

z, x, =,
1 0 0
01 0
a a, 2,

ce qui est impossible.

Il suit, de tout ce que nous avons dit, que toutes les lignes
26+
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contenant le terme == 2, comme
al aﬂ a3 a4 27

ne peuvent étre que de trois especes:
1°. Un des nombres a,, a,, a;, @, est nul et les trois autres
sont des unités. En posant, par exemple ¢, = 0, on aura la ligne

0,1, 1, 1, 2.

9°, Un des nombres a,, ,, 4, a,, par exemple, a, est 2, et
les trois autres sont des unités. Ainsi on aura la ligne

2.1,1,1, 2. .
3°. Tous les nombres a,, a,, a,, @, sont des unités. Alors la
table de la forme f contiendra la ligne
1,1, 1, 1, 2.

19. Examinons maintenant le cas dans lequel la forme a une

eprésentation
Tepr 0,1, 1,1, 2.

Nous allons démontrer que les formes extrémes qui admettent
outre cette représentation encore ces trois-ci:
0.1 0 0 O
0 01 0 O
0 0 01 O
sont équivalentes a V.

On voit que, dans le cas actuel, en supposant dans la forme
x, = 0, on aura la forme (n° 15)

1 2 1 2 1 g 1
M |:($2 —_ -§—$5) —+ <$3——-§'$5> —+ ($4 —_— ?zs) +—Z$:],
M étant le minimum de la forme cherchée & 5 variables. Par
conséquent, cette forme peut étre écrite comme il suit:
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) M[(wz——%x5+7\wl)a+<x3— —;—a:5+pwl)2
(1

1 2 1
-+ (a;4— 5 % +va;l) + (s 4oz, + Kml":l.

Remarquant, en premier lieu, que tous les coefficients d’une
forme extréme se trouvent déterminés complétement au moyen
des équations linéaires qui expriment que la forme prend son
minimum, les variables étant égales aux nombres donnés, on voit
que la forme (1) doit avoir au moins 5 représentations de son
minimum servant & déterminer les quantités

Ay oy, o, K
Il est évident que, dans aucune de ces représentations, ;, ne

peut étre nul; en second lieu, en ayant égard & ce que le déter-

minant de la forme (1) doit surpasser —%MS, on voit que la

quantité K surpasse %. Donc la forme (1) ne peuat avoir la va-

leur minimum qu’en supposant z, =1, si #, est distinct de
zéro,
En faisant, s’il est nécessaire, la transformation

T, = x, +px,,

T, =z, + gz,

T, =T, + 1T,

x, =z, + sz,

z,= .’01’,
p, q, 7, s étant des nombres entiers, on peut toujours arriver a
la forme dans laquelle les quantités A, ., v, o ne seront pas su-
périeures & —é— De plus, toutes ces quantités peuvent étre sup-

posées positives. En effet, si o cst négatif, il suffit de changer le
signe de z, pour avoir, au lieu de o, — o, savoir une quantité
positive, et si 'une des quantités A, p, v, par exemple A, est
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négative, il suffit de substituer — #,"—+- 2, & 2, pour transformer

le carré (:l:s,——f!a—.«::,+7\.'4r:1)2 en un autre (w,’———;—z:,—?\xl)n,
— A étant positif. _

Cherchons maintenant quelles valeurs doivent avoir les va-
riables #,, ,, z,, «, pour que la forme (1) soit minimum en sup-
posant #; — —=1. On peut toujours prendre, bien entendu, ,=1.

Nous avons ici deux cas & distinguer:

1°. z, étant un nombre pair ou zéro, les valeurs minima des
carrés

?
-

1 2 1 2 1 2
(z,—-i-x5+7\x1), <.’b‘3——-§.’ﬂ5+p.x1) (z4—-é—w5+vm1)

sont respectivement égales & A%, pf, 3. Le minimum de la forme,
en supposant z, donné, sera

(2) M[l’+p”+v”+—i—(w5+a)”+K]-

De toutes les valeurs (2), correspondantes aux différentes
valeurs de #,, celle qui correspond & #, = 0 est évidemment la
moindre. Cette valeur est

(3) M[P+y.’+v”+—%c’+K]-

On I'obtient en supposant dans la forme (1)
r,=2,—2,=0, z=1, z5=0.'

Pour les autres valeurs des variables «,, «,, , la forme (1)
pe peut avoir une valeur égale a (3) que dans le cas ot I'un au

, 1 X
moins des nombres A, p, v est égal a 5 Si, par exemple,

A= —51—3—, on peut supposer z,— — 1, z,=2,=0, #,=0,
pour que la forme prenne la valeur (3).

2°. z, étant un nombre impair, les valeurs minima des carrés

1 2 1 2 1 2
(a;,——2—w5+7\w1) , (zs——é-w5+pzl) ) (z4—?z5+vz1) ’
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sont respectivement

1 4 1 4 1 2

(z—2) (G—#) (3=
&y, &;, %, €tant, bien entendu, des nombres entiers, et la valeur mini-
mum de la forme (1), lorsque z; a la valeur assignée d’avance, sera

@ (32 () (3 meoren]

De toutes les valeurs (4), correspondantes aux différentes
valeurs de =, celle qui correspondra & #,— —1 sera la moindre.
Cette valeur est

1 2 1 2 1 2 1 ’
® w3 +(3-+f (3= Famapex]
et on I'aura, en supposant dans la forme (1) .

y=2,=,=—1, g,=—1, z,=1.

Pour les autres valeurs des variables #,, ,, «,, la forme (1)
ne peut avoir une valeur égale a (5) que dans le cas oil 'une au
moins des quantités A, w, v est égale & zéro. Si, par exemple,
A =0, la forme (1) prend la valeur (5) pour #,= — 1, 2,=0,
C,=2,=—1,2=1.

Cela posé, M étant le minimum de la forme (1), on aura

l )\9+y.”+v3+71—o"+K2 1,

B B e R T
De plus
M FAZ0, 3220, F2v>0,

comme nous avons dit plus haut.

De ce qui précéde il suit que toutes les équations entre les
coefficients A, w, v, ¢, K qui résultent des représentations du
minimum de la forme (1), pour lesquelles #, = 1, équivalent a
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celles qu’on obtient, en convertissant quelques inégalités (6) et (7)
en équations.

Au moins cinq de ces inégalités doivent étre converties en
équations pour qu’on puisse déterminer A, g, v, o, K. Il suit de
1a que les équations

| (5 (e (e e

doivent étre satisfaites, car autrement les quantités ¢ et K ne
peuvent étre déterminées.
De plus, trois au moins des inégalités (7) doivent étre con-

verties en équations. Supposons A <p<v, ce qui est évidem-
ment permis.

Remarquons maintenant qu’on ne peut faire
A=p=v=0,
car il en résulterait K=0, ¢ = 2, ce qui est impossible.

On ne peut faire non plus

l:g:v:—;—,

car il s’ensuivrait K =10, 6 = —1.
On voit donc que A doit étre égal & zéro et v—= %

Cela posé, i ne peut pas étre égal & zéro, car, dans le cas
contraire, les équations (8) nous donneraient

1

G = 1 ’ K: —2—,
a cause de A=0, p. =0, v=—;--
Mais, ¢ ne surpassant pas -%—, cette supposition est impos-

sible.

Done . =%. 11 résulte des équations (8) que K =-;—, c=0

— 409 —

Ainsi nous aurons la forme extréme

1 2 1 1 2
M[(xg—gzs) +(x3——é—x5+—2—z1

1 1 v 1,1,
+<x4——§'w5+—2—$1 —I—'Z'.’L'5 +—é—$1 ’

équivalente & V.

20. Maintenant nous passons au cas ou la table de la
forme £ contient la ligne

(1) 2,1, 1, 1, 2.
En transformant la forme f au moyen de la substitution

’ 14
wl=x1 +£E5,

T, =1,
r, =z,
T, =1,
T, =1,
on voit que les lignes
0,1, 0, 0, 0,
0,0, 1, 0, 0,
0,001,0,

et la ligne (1) se transforment respectivement daps les suivantes:
1, 0, 0, 0,
0, 0, 1,
0, 0,
0, 1, 1

)

0
701
2

b

= O

? ?

Mais nous avons vu que toutes les formes extrémes dont la table
contient ces quatre lignes sont équivalentes & V..

21. 11 nous reste & examiner le cas oil on a la représentation

1, 1,1, 1, 2.
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Nous avons les 6 lignes snivantes:

z1$2$3$4$5
(1) 10000
(2) 01000
(3) 00100
(4) 00010
(5) 0 0001
(6) 1111 2

Supposons maintenant que I'une quelconque des autres lignes soit
B  #=b, z,=b, =0, z=i, =0,
Il est facile de démontrer qu’aucun de ses termes n’est égal &
== 2, En effet, soit d’abord

b==+x2,
En changeant, s’il est nécessaire, les signes de tous les termes
de la ligne (B), on peut faire b, = -+ 2. Alors aucun des nombres
by, by, by, b, ne sera ni zéro, ni == 2, car dans cette supposition
on aurait le cas qui a été déja discuté dans les n*19 et 20.

Aucun de ces nombres ne sera non plus égal & — 1, car dans
ce cas nous aurions le déterminant caractéristique

12 12
—1 B —12

== = )

qui est impossible (voir le n 10).
Il reste & supposer

by=b,=0b,=b,=+1;

or cela est également impossible, car alors la ligne (B) devient
identique avec la ligne (6).
La supposition

b, =2

est par conséquent & rejeter.
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Supposons ensuite que, parmi les nombres
bl’ bﬂ’ b3’ b4

on en trouvera un égal & = 2.
Soit, par exemple,

b4=—_|___2;

comme précédemment, on peut faire
b,——+2,

car il est permis de changer les signes de tous les termes de la
ligne (B).
Alors aucun des nombres b,, b;, b,, b, ne sera ni zéro, ni =2
et, par conséquent, ils sont égaux a I’unité en valeur absolue.
Or on aura dans ce cas le déterminant caractéristique.

12

=—4-b,,
2 b,

supérieur & 2 en valeur absolue, ce qui est impossible (n° 10).
Aucun des termes de la ligne (B) ne peut donc étre supposé
égal & 2.
Nous allons maintenant démontrer que b, est égal & = 1.
En effet, supposons le contraire. Le cas by=—= 2 étant
inadmissible, il reste 4 sapposer

B, = 0.

Alors au moins deux des nombres b,,d,,b,,b, sont égaux & =+ 1,
car, si un seul d’entre eux était =1 et les autres des zéros, la
ligne (B) coinciderait avec une des suivantes:

1), (2), 3), (4)-

Par conséquent au moins deux des nombres b, b,,b,,b, sont
égaunx & 1.
En changeant, s’il est nécessaire, ’ordre des quatres pre-
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miéres colonnes et les signes de tous les termes de la ligne (B),
ce qui ne change pas ’ensemble des lignes

1), (2), (3), (4) (8), (6),

01=+1.

on peut faire

En supposant donc b, = —+ 1, faisons dans la table de f la trans-
formation
—_— ’ _— ’ ’ — ’ ’
=20, B=—=x+bx, t;=—2zx/+b2, t,—az/+bz/
By=—1r,

59

les sept ligmes (1), (2), (3), (4), (5), (6), (B) seront transformées
respectivement dans les suivantes:

4 ’ 4 ’ 4

T, %, z, z, z,
)y 1 b b, b, 0
2y 0 —1 0 0 0
(3) 0 0 —1 0 0
4y 0 o0 0 —1 0
(5 0 0 0 0 —1
(6) 1 by—1 b—1 b—1 —2
(BY 1 0 0 0 0.

Comme au moins un des nombres b,, b,, b, est == 1, la ligne (6)
contiendra deux fois le nombre —t=2, ou zéro et — 2, et nous
aurons le cas déja discuté. Ainsi il faut poser

by==+1.
Or on peut faire

by=-—+1,

en changeant au besvin les signes de tous les termes de laligne (B).
Maintenant aucun des nombres b,,5b,,b,,b, ne sera —1, car,
si I'on avait, par exemple,

by=—1

2 b
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on obtiendrait le déterminant caractéristique impossible

1 2 1 2

b, b, —1 1

Ainsi, dans la ligne (B), le terme b, est + 1; parmi les autres
b,, by, by, b,

quelques-uns sont des zéros et au moins un seul est égal & 4+ 1.
11 est possible aussi que tous les nombres b,, b,, b,, b, soient égaux
a—+1.

=3.

22. Dans le cas que nous discutons avec les lignes

%, &, T, T, X

(1) 10000
2) 01000
0 J3 00100
49 00010
(5) 00001
6 11112

on ne peut donc combiner que les suivantes:

7 1000

8)

(9)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)

(I

(TI0)

S OO = O O
(=T R = =T R = R = T
—_ O kO = OO -~ O
L N = I = = R = )
. T R
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((17) 11101
- ,|(18) 11011
(199 10111
(200 01111
1) 1111 1.

Des 6 premiéres lignes nous composons le premier groupe,
(7). (8), (9), (10) le deuxiéme, de six (11), (12), (13), (14), (1 5),
(16) le troisiéme, et de quatre (17), (18), (19), (20) le quatrieme.
La ligne (21) n’entre dans aucun de ces groupes.

En nous proposant maintenant de trouver toutes les formes
extrémes f non équivalentes & V, et qui admettent les six repré-
sentations de leur minimum contenues dans les lignes du premier
groupe, nous avons & résoudre le probléme snivant:

Choisir, de toutes les maniéres possibles, parmi les 19 lignes

(), (8), (9),--.., (21)

au moins neuf telles, que 1’ensemble de ces lignes avec les six dn
premier groupe détermine complétement une forme extréme non

équivalente & V;, en supposant que son minimum M soit donné. }

Faisons d’abord quelques remarques qui nous permettront de
diminuer le nombre de différentes combinaisons possibles.

Remarque 1. — Les quatre lignes du 4° groupe ne peuvent
toutes se trouver parmi les lignes cherchées, car elles composent
le déterminant caractéristique impossible

1110
1101
1011
0111

Donc on ne peut prendre plus de trois lignes du 4° groupe.
Remarque I1. — On ne peut prendre non plus les 4 lignes du
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2° groupe avec la ligne (21), car on aura, comme précédemment,
le déterminant caractéristique impossible

10001

- O QO
- O O
o = O
L = I =)
L T e )

Remarque II1.— Toute combinaison de 3 lignes du 2° groupe
avec la ligne (21) équivaut & 1'ensemble de toutes les 4 lignes de
ce groupe.

En effet, quelle que soit cette combinaison, elle sera trans-
formée dans ’ensemble de lignes du 2° groupe par l'une des
transformations

(A) z,=2/, Ty=— T+, Ty=—a+ ), ©,=—u,+a/,
r=—2,+27/,

®B) o,=—2z/+7), z,=1,), Ty=— 2+ %’1 T, =—z/+z,
&,=—,+ 21,

’ ’ ! ! I}

(©) a;1=—a;1’+m3', Ty=—Tyg+ Ty, Ty=1qy, r=—2,+%,
’ !
Z,=—2 + 2%,

"vz =z vz, T=—2'v2, =2
D) #,=—2,+%,, Z=—2%,+2,, L,=—2,+2,, ,=2,,

z=—x,+ 2z, .
Par exemple, les lignes (7), (8), (9), (21) seront transformées,
par la transformation (D), respectivement dans les suivantes:

I / ’

z1 502
—1 0 0 0 —1
0—1 0 0 —1
0O 0—1 0 —1
o 0 0 1 1.

’ 4
Z; T, %
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Or ce sont précisément les 4 lignes du 2° groupe par rapport aux
variables

AR Y Y

wl’ zﬂ) z3’ z41 zs'

Remarquons encore que Iensemble des groupes (1), (III) et
(IV) ne sera changé par aucune des 4 transformations

(4), (B), (C), (D).

Remarque IV.— Si I’'on prend toutes les 4 lignes du 2° groupe
pour composer les lignes cherchées, on ne pourra prendre avec
elles aucune ligne du 4° groupe.

En effet 1a trausformation
T, =, T,=,), =1, z,=, w=x'+ By + 2+ z, ~ z,
ne changera pas l’ensemble des lignes du 1* et du 2° groupe,
tandis que les lignes (17), (18), (19) et (20) seront transformées
respectivement dans les suivantes:

! I I ! ’

' z, x, x, ¥
111 0 2
11 0 1 2
1 01 1 2
01 1 1 2

Or chacune de ces lignes contient les termes 0 et 2 et conduira
par conséquent au cas du n°19.
Par la méme raison, et en vertu de la remarque IIT, on ne

Deut prendre avec 3 lignes du 2° groupe et la ligne (21) aucune
ligne du 4°.

Remarque V.—Si T'on prend les 4 lignes du 2° groupe, on
doit en prendre au moins 5 du 3°. En effet, en vertu de la re-
marque II, la ligne (21) est & rejeter et, en vertu de le remar-
que IV, on ne peut nou plus prendre aucune ligne du 4° groupe.

Donc, pour composer au moins 9 lignes, on est obligé de
prendre, avec les 4 lignes (7), (8),(9), (10) au moins 5 du 3° groupe.
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Or il ne faut point prendre plus de 5 lignes de ce groupe,
car la forme sera complétement déterminée par les 6 lignes du
1* groupe, les 4 du 2° et les 5 quelconques du 3°.

I1 est évident qu’en choisissant ces derniéres 5 lignes de
toutes les maniéres possibles, on aura 5 formes équivalentes entre
elles qui se réduisent 1’une & I’autre par les transpositions de 2
lettres prises dans la suite

xl’ xﬂ? xa’ $4’

par exemple, par le changement de z, en , et réeiproquement.

Il suffira donc de prendre les 5 lignes quelconques des 3°
groupe, par exemple

(11), (12), (13), (14), (15).
Soit

f=M@?+ )+ 2+ 22+ £7)+ 202, 2, + 2Bz, 7, + 2%, 2,
+ 282, T +2e8, X2z, T,+-20, T+ 202, 1,420, £ -2k, 7,

{a forme cherchée.

En exprimant que son minimum M a les représentations con-
tenues dans les lignes

(6), (7), (8), (9), (10), (11), (12), (13), (14) et (15),

on aura les équations

. 7
a+{3+y+e+C+0+2(3+n+z+k)=——é—M,
> M - M . M M
d=—rp A= i=—p k=—7

a+S+n=—M B4+S+i=—M y+i+k=—DM,

e+N+i=—M (+n+k=—M.
On déduit de 1a
, . M
a=3=7=e=(=0, 8=n=z=k=-—6_—_—_§_.
27
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On aura alors
o ] 2 2 2 2 P -—
f=M@2+22+22+23+ 2} — 2,2 — 0,0, — 2,5, — T 2,+Z,2,).

Cette forme est équivalente & ¥V et se transforme dans ¥ par la
transformation

’

’ ! — ' — — ! ’ ’
1 19 Ly="2, Zy3=—%,, L,=—%;, HL=2, + 2, + Z;.

De la méme maniére on obtiendra les formes équivalentes & V;
si I'on prend 3 lignes du 2° groupe avec la ligne (21) en vertu
de la remarque III.

Ainsi, pour avoir des formes extrémes non équivalentes a ¥,
on ne doit pas prendre plus de 3 lignes de ’ensemble

(7), (8), (9), (10), (21).

Remarque VI.— Comme, pour composer les lignes cherchées
(au moins 9 en nombre), on ne peut prendre du 4° groupe que 3
lignes au plus (remarque I) et de 1’ensemble

(7), (8), (9), (10), (21)

aussi au plus 3 lignes (remarque V), il s’ensuit qu’il faut prendre
au moins 3 lignes du 3° groupe.
Remarque VII.—Si Pon prend 3 lignes da 4° groupe, par

exemple
(17), (18), (19),

on ne doit prendre avec elles que 3 lignes déterminées du 3° groupe.
Pour les trouver il faut, parmi les 4 premiéres colonnes dans
I’ensemble des lignes données du 4° groupe, remarquer celle qui
contient 3 unités,

Dans le 3° groupe il faut chercher trois lignes telles, que dans
leur ensemble la méme colonne contienne 3 unités.

Ces 3 lignes du 3° groupe sont celles qu’on doit prendre avec
les 3 lignes données du 4°.

Par exemple, si ’on donne les lignes

(17 1 11 0 1
(18) 1 101 1
(19) 1 01 1 1

on remarque d’abord que, des 4 premiéres colonnes, celle qui
contient 3 unités est la premiére.

Dans le 3° groupe on trouve 3 lignes déterminées

(11) 110 01
(12) 1 01 0 1
(13) 1 0 0 1 1

dont I’ensemble contient 3 unités dans la premiére colonne.
Ainsi, avec les lignes

17), (18), (19)
(11), (12), (13).

il faut prendre

Pour démontrer la proposition énoncée, considérons le cas oit
I'on donne les lignes (17), (18), (19), car il est évident que les
autres cas se réduisent & celui-ci par de simples transpositions
des lettres

Ty %gy Xgy ¥y

Or, si nous faisons la transformation

Y Y B !
x, =2 g ¥, +a,

Ty=— %/ — xs’ -+ z5la

T, =—a, + 1z,

z,=— +z,
r,=—x,—a) + 2/ —2z/,

les lignes (1), (5), (6), (17), (18), (19) et celles du 3° groupe

seront transformées respectivement dans les suivantes:
a7+



I
'S
)
(o)
|

~
~
~
~

~

T, By Ty Ty T

(1) dans.... 1 0 O O O
(5) » .0 0 0 1 O
(6) » .0 0 0 0 1
17) » .0 1 0 0 0
(18) » .0 01 0 O
19) » .1 1 1 1 2
(11) » .0 1 1 1 1
(12) » .1 01 0 1
(13) » .1 1.0 0 1

III® groupe.

(14) » .1 1 0 0 O
(15) » .1 01 0 0
(16) » .0 1 1 1 2

On voit d’abord que les 6 lignes du 1 groupe figureront apres
la transformation. Ensuite on remarque que la ligne (16) est &
rejeter, car aprés la transformation elle contiendra les termes
0 et 2 (le cas du n°19).

Les lignes (14) et (15) sont également impossibles, car chacune
d’elles étant transformée contient le terme O dans la méme colonne
ol se trouve le terme 2 de la ligne

1 1 1 1 2
(voir le n°21).
Restent du 3° groupe comme possibles et obligatoires (re-
marque VI) les lignes

(11), (12), (13). C.q.f d.

Ayant fait ces remarques, nous passons i la recherche des
formes non équivalentes & V, et qui ont les 6 représentations de
leur minimum contenues dans les lignes du 1° groupe. Comme il
est nécessaire de prendre 3 lignes du 3° groupe (remarque VI),
nous distinguerons deux cas:
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1°. Lorsqu’on n’en prend que 3 seulement;
2°, Si I'on prend plus de 3 lignes du 3° groupe.

Dans le premier cas, pour composer les lignes cherchées, il
nous en faut choisir encore au moins 6. Or on n’en peut prendre
du 4° groupe plus de 3, ainsi que de 1’ensemble

(7), (8), (9), (10), (21)

(remarque V). Par conséquent, il faut nécessairement choisir
3 lignes du 4° groupe et 3 de cet ensemble.

Comme il est indifférent quelle réunion de 3 lignes du
4° groupe nous choisissons, on peut prendre (17), (18), (19).
Avec elles seulement sont compatibles les 3 lignes du 3° groupe

(11), (12), (13)

(remarque VII).

Nous avons encore & assigner 3 lignes de 1’ensemble

(M), (8), (9), (10), (21).
Or, quel que soit notre choix, une des transformations
| (4), (B), (€) (D)
(remarque III) changera les lignes choisies en 3 lignes du
2° groupe.
Aprés cela on prendra, parmi les lignes transformées du 3° et
du 4° groupe celles qui sont identiques avec les suivantes:

11 0 0 1
1 01 0 1
1 0 01 1
1 11 01
1 1 0 1 1
1 01 1 1.

De cette maniére on peut faire abstraction de la ligne (21)
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et choisir avec les lignes

(11), (12), (18), (17), (18), (19)
3 lignes du 2° groupe.
Or ce choix peut étre fait de deux maniéres différentes:
1°. On peut prendre les lignes
(8), (9), (10);

2°. Ou les lignes
(™), 8), (9).

Les autres combinaisons se réduisent a ces deux-la.
La réunion

(8), (9), (10), (11), (12), (13), (17), (18), (19)

détermine (comme daps la remarque V) la forme

Z=M (ml’+w2’+¢3”+w4”+a;5”——l—w Ty 0, By

1
9 1% 9 18T o 35 4%

r,%,— 9 5

1 1 1
+—§' .’402 Z,+ —é—mﬁ $4+—2—$3 $4—$2 $5—xs $5—x4 505)7

/

qui est extréme (n° 4) et non équivalente & V.
La réunion

(7), ), (9), (11), (12), (13), (17), (18), (19)
donne la forme
Mz?+ 22 +zl sl vrl—x 0, —r, 0, — 2,0, — 7, 7,)

équivalente & V; et qui se transforme dans V, par la transfor-
mation

4 . !
372—372,

r

14
=—u—2 3

r ’ ’ 7
s 9 a:3=w1,,a;4=—a; ’ .’l}5=a}1 +w, +w3.

Cette forme est par conséquent & rejeter.

Ainsi, dans le cas que nous étudions, on obtient une seule
forme Z, qui répond a la question.
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Considérons maintenant le cas ot ’on prend plus de 3 lignes
du 3° groupe.
Comme de I’ensemble

7, ), (9), (10), (21)

on ne peut choisir plus de 3 lignes, il en faut prendre au moins
6 du 3° et du 4° groupe.

Ainsi, avec 4 du 3° il faut en prendre au moins 2 du 4° et,
avec 5 du 3° au moins 1 du 4°.

Or on peut prendre 4 lignes du 3° groupe de deux maniéres
différentes:

La premiére est représentée par la combinaison

® (1), (12), (13), (14);
la seconde par la combinaison
(h) (11), (12), (15), (16).

Toutes les autres se réduisent & ces deux.
Si ’on prend 5 lignes du 3° groupe, on aura la combinaison

(k) (11), (12), (18), (14), (15),

les autres se réduisant & celle-ci.
Les 6 lignes du 3° groupe donnent, bien entendu, la com-
binaison

0y (11), (12), (18), (14), (15), (16).

Il est facile de faire voir maintenant que chacune de ces
, quatres combinaisons

@, M), &, O,

prise avec un nombre nécessaire des lignes du 4° groupe, apres
1’'une_des transformations

4), (B), (0), (D)

(remarque III), contiendra 3 lignes de ce groupe.
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Remarquons encore que les transformations

(4), (B), (C), (D)

ne changent pas le premier groupe, ainsi que 1’ensemble
(7), (8), (9), (10), (21).

Quant aux lignes du 3° et du 4° groupe, elles sont transfor-
mées dans les suivantés:

(4) (B) (©) (D)

x) x, @ ) v \w) a0 w) x,) ¢\ o 1) x) 2, 0\ 7] 5 3, 5
(11)sechangeen (1 01 11{01111{11001[(1 1001
(12)» » » [11011(10101{01111[(101¢01
(13)» » » (11101100111 001101111
(14) » » » (01101{11011{10111|01101
(5)» » » [01011(11101{01011[]10111
(16)» » » (00111/f00111]11101{11011
7)» » » (10011(01011{00111[111071
(18) » » » 110101011011 1011|00111
(19) » » » 11001{1 0111|101 101(01011
(20) » » » [01111{11001|/]10101(1 0011

La combinaison (g) aprés la

transformation (A) contiendra

3 lignes & 4 unités (du 4° groupe).
La combinaison (h) avec une quelconque des lignes

(17), (18), (19), (20)
(et il faut en prendre au moins deux) donnera, aprés ’une des
transformations .
4), B, ©, M),

3 lignes & 4 unités.

Les combinaisons (k) et (1) contiendront, aprés la transforma-
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tion (A), 3 lignes avec ce nombre d’unités. Ainsi on aura toujours
3 lignes du 4° groupe.

Or, avec elles, il est nécessaire de prendre 3 lignes déter-
minées du 3° groupe et l’on sera conduit au cas précédent. On
obtient done toujours la forme Z comme le résultat de cette
recherche. .

23. De tout ce que nous avons dit des formes & cing va-
riables, il suit que, pour le déterminant donné — D, il existe
3 formes extrémes & cinq variables

V2 T T
U,=2 "6_(971 F Ty Ty B AT T, Ty T, Ty T, By T, Ty
- Ty Xy 4Ly T, - Ty B+ T, T, + Ty T+ T, T),
5/2°D

= 2 2 2 2 2.1 1 _1
Z= ?L—(ar:1 + T+ rl vl — 4 0, — 30,0 —5 2,2,

AT, AL T B L T, B — 2 X T, — X, X, T,

5 s
—_ 3 2 2 2 2 2
V.=V D(22+20+ 23+ 23+ 2342, &, + 2, T, + &, &+, T,
A Ty &, 4 Ly T 4+ Ty &, + Ty T+ T, T,).

Comme ¥ a le minimum V8D, plus grand que celui de U,
et de Z, il suit du n° 7 que la quantité

V8D
est la limite précise des minima des formes & cing variables du
déterminant — D.




10.

0 YACTHBIXD JIHOGEPEHIIAJBHBIXD YPABHEHIAXD

BTOPOI'O NIOPHZL KA.

(BAIIHCEA, COCTABAEHHAA 10 IOBOAY YHMBEPCHTETCEATO AETA 8 OEBPAXA
1878 TOJA).



Msuorie BOOpOCH! reoMeTpid, MeXaHEHKA H ©H3EKH BeIyTh Kb
9aCTHBIMD JHOTEpenialbHbIMD ypaBHeRiAMD. V31 HEX'D ypaBHeHiA
nepsaro nopaaxa 6oxke Apyrax® m3crbjoBaHbI.

Ecan, TEmt Be Mente, AaTErpEpOBanie HX'DB yAaeTca B PEAKEXD
ciyyasxs, TO, 10 Kpaiimeir mEph, m3pbcerabl MHOriA cBOficTBA HXB
O0mMHXD HETErpaJoBb, H3D KOHMXD I'IABHOE COCTOHTH BB TOMD, UTO
OHH NOXYY2l0TCA OpPH IOMOmME HHTErPEPOBAHIA OGHIKHOBEHHBIX'D
ypasuenii.

Rpowf; TOr0 m3BECTHO, 9TO yAOBAeTBOpeHie HAYRILEBIME YCAO-
BiAMB, KOTOPBIA 00BIKHOBEHHO IPEJJAraloTcd, He Tpe6yeTsb ApYraxh
cpeacreb Kpomb HCkitoueHis HeE3BBCTHBIXE M3 KOHEYHBIXH yPaB-
HeRill, ecan m3BECTEHNs TAKD HA3BIBaeMblil NOJHBIA HHTErparb.

Jazexko He CTOAp NOJOBD OTAEID WHTerpaipHAro HWCYHCIEHis,
OTHOCAMmificA Kb yPaBHEHiAMD BBICIIHXD HOPAAKOBD. 1EMB GoXb-
Mmaro BHAMAHIA 3aCIYEEBAIOTH HeMHorie m3pbcTHBIE cIOCOGHI AXH
MHTErpApPOBaHis.

Mesmiy aTHME COOCOG2aME TOTH, KOTODbI ObLIB HpEAOEEHD
MonKend H JoNOZHEH: AMIEpOMB, OTHOCHTCA Kb HauGoxbe mpo-
CTbIND YPaBHEHIAMD H 1O cBoell npocToTh B 06IMHOCTH €cTh OAMHB
835 raapebimuxs B ynoManyToMs oTAbaE,

N3pkerno, ato BB ToMD BALE, KAKD ero npejcraBifgioTs MoHKD
® AMueps, OHB A4€TH BO3MOKHOCTH HAHTH 06miii WETErpass Opef-
JOKEHHAr0 ypaBHeHid, Bb TEx® cayvasxs, ribk npambrenie ero
yAaeTcda; HO 3TO TOXBKO OJHA 9YacThb 3aJauf, HNPEACTaBAAIMEHCH
O0BIKHOBEHHO IDH HHTETPHPOBaHIH, '
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Jpyras 9acTh COCTOHTD BB CHOCO0AXD YAOBIAETBODHTH HAYLIE-
HBIMB ycIoBiaMb. OHA OCTaBIsSeTCA COBEPIIEHHO Bh CTOpoHE mpm
H3I0KeHiH cmoco6a MoHmA, 9TO COCTaBAfeTh BH HEMB HPOOEID,
KOTOpBI MKelaTeabHO NONONHHTE.

C1 aroio mbasio f1 mOKamy Bb Hacrosmeid 3ambrkE, uro BO
Bckxb TEx® caydanxb, rab cmoco6n Momma npambaserca yzaumo,
MOZHO YA0BIETBOPHETH H HAYAIbHBIMB YCIOBiAMD, €CIH HX'L BHIGDATH
HajJJeRamaMD 00pa3oMb.

IIpE sToMB A orpanmdych ypaBHEHiAMH, KOTODBEIA Pa3cMATDH-
BaeTh AMiepd Bb CBoeMb Memyapkl), XorTa m3;araeMas MHOI Me-
TOJA MOKETD GbITh 0606meHa | Ha ApYyria ypaBHeHid, TOYHO TaKke,
KaKb ¥ cnoco6s Monmxa.

IIpz phmenin BOmpoCOBH, OTHOCAIEXCA Kb HHTErpPHPOBAHIIO
ypasHeniii, oHa, Kpomb onpexrbienia mpoE3BOABHBIXG PYHKHiH,
amEeTs eme NpeaMymecTBo aBaTh 00MLis BpIpaKeHia Hen3BECTRBIXD
IpAMO Bb AAHHBIXH BeIWYAHAXD. '

Me:kzy pasimgesiME npamEpaMi, KOTOpble ee NOACHAOTD, Mbl
PasCMOTpEMD HIpPHIOIEEHie ed Kb HHTErPEPOBaHil0 ypaBHEHiA HaH-
MEHBIAXs NOBEPXHOCTEH, IPE TOMDB YCIOBiH, 9TOOBI HCKOMAA no-
BEPXHOCTh NPOXOAHIA Yepe3b 3aJAHHYIO Hamepels KPHBYIO B IT00bt
Bb Kam0ii Touwb a0l mocxbiHell HanpaBleHie HOPMAJH Kb HOBEpPX~
HOCTH GBLIO TAKIKe Hanepeldb 3aJaHHOE.

Jra 3ajava 6sl1a phmena Bomme$); Ho ero cmoco6d ne 1aeTh
06myUxXDh KOHEYHBIX'h YDaBHEHifl TaKWXDb IOBEPXHOCTEH H MOEeTh
65iTh TpEMBHAEMD TOJBKO BB ONpeAbICHHBIXD CIYIaaXb.

JIpyroe phmenie, KoTopoe aaH0 3xEch BB n® 6 L0CTABIAETD ITR
ypaBreHis H IPETOMB Bb 0COGEHHO HPOCTOMDB BEAE.

1. Mycre Oyayrs « B y uepembEAbIA He3aBHCHMBIA H & HXDB
OYHKNifA, YAOBIETBOPAIOMAA 9aCTHOMY AH®PEPEHNialbHOMY ypaB-

1) Jomrnal de ’école polytechnique, XVIII cahier.
2) Mémoire sur Pemploi d’un nouveau systéme de variables dans I’étude des
propriétés des surfaces courbes. Journal de Liouville, tomeV, deuxiéme série, 1860,
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HEHil0 BTOPOr0 LOPAAKA

(1) (p( dz dz dP2 dP d’z)

w,y,z,d—;:, @7 W’ Eﬁ—@’ W =0.

Jaa coxpamenia nucsMa OGBIKHOBEHHO 0603HAYAITDH BEIAYBHEE
ds2 dz d*: d%2 P
dz’ dy’ da2’ dwdy’ A
co0oTBETCTBEHHO GyKBAME
g TSt
TOrZa ypasnerie (1) HangmeTcsa Kopode TaKb
®(z,y,2,0,q,7,5,t) = 0.

3azava 06> HHTErPEPOBAHIE €TI0 COCTOATH BH HAXORACHIH TAKOH
OYHKIIH 2, KOTOpad eMy YAOBIETBOPAeTH AAd BCEXD BO3MOMHBIXD
BEJHYAHD mepeMBHHBIXD & B ¥ ¥ KpoMb TOro BRINOAHAETDH OCOGeH-
HBIA yCJXOBifA 1AA HEKOTOPHIXD HanepeAs 3aiaHHBIX'D 3HAYCHiH ITHXD
nepeMEHHEIXD.

Takia ycaoia Ha3bIBaIOTCA HAYAJILHBIMA.

PasrmEbia 3ajayd BeAyTh, KOHEYHO, H Kb Da3H006Pa3HBIMB
HAY8ILHBIMG YCIOBiAMD.

Mu1 BhiGepems npocrbiimis MemAy HAMH, KOTOPBIA COCTOATD
BB crbiyromems: Hem3pbcTRas 2 JoxmBa OGDATHTHCA BH 3aARHHYIO
HanepeAdb CYHKMOi0 o («) nepembanod u, ecam cybaaems

z = ¢ (u), !I———\!I(“),

rik ¢ (w) m ¢ (u) At TaKKe IQHHBIA TYHKIiE OTH %; Kpomb Toro
BEXWIHHE] 2, P H ¢ AIA :

z=9¢w), y=1{u
AOMKHEI YAOBIETBOPATH HaOEpelDh 3aJQHHOMY ypaBHEHiI0
g (wi Y,%,D0, Q) =0.

Mbl Ha3BaJW BBICKA3aHHBIA cefl9ach ycaoida mpocThimuma Bo-
IepBHIXs NOTOMY, 9T0 OHH BmoaHE anajormunbl ¢b TEMH, KOTODBIA
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€TABATCA AJA Hem3pBCTHBIXD PYHKIIA Bh 00bIKHOBEHHBIXD ARDDE-
penniaibHBEIXD YPaBHERIAXH; BO-BTOPBIXT HOTOMY, UTO ORH AAIOTDH
BO3MOKHOCTH IOJYIHTh 2 B BEXE PAZa npH nomoma Teopemsl Teii-
J0pa, ecin HETH APyrEXD CHOCOGOBD HAWTH 3Ty TYHKOilO.

B3 camoms xhxE, ypaBHenia
dz = pdz -+ qdy,
(@9, 9 =0
JALyTH BEAWYHHEI p H ¢ AAA
z=9), y=y%®),

TaKDb KaKb coOTBBICTBYIOMan BenyHHa 7 H3BECTHA W eCTh o (%).

Jlaa onperbienis HaYaIbHBIX'D BEJHIHED CIBAYIOMAXD IPOH3-
BOAHBIXD £, TO €CTb BeJHUARD, KOTOPbIA OHB LOIydaloTh IPH

r= ?(“)) y= "I"(“)v
awberca ¢1 0fHOH CTOPOHBI ypaBHERie
®(2,9,2,0,0,7,51)=0

% Bch mpoECX0JAmiA H3B HEr0 AUTPEPERNEPOBABIEMD; Ch APyrod
CTOpOHBI MBI EMEeMD ypaBHeHis

dp = rdz + sdy
dq — sdx + tdy
a2 &z

Takamb 06pa3oMb MOTYTH GbITh onpexbicHp! HAYRAILHBIA BEJH-
qunbl BCEX'B NPON3BOAHEIX'D 2, & NOITOMY MOKETH GBITH COCTABIEHO
B pa3i0iKeHie # MO cTelmeHAMD pa3HOCTel

z—o), y—{¢®.

Hysmuo sambraTs ogBaKo, 9TO HaYalbHBIA YCIOBiA, HHaYE CKa~
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34Tb, SYHKIIA

9 (w), "I" ), (%)

G(w7 Iy Q) == 0:

H ypaBHeHie

MOTYTH OBITH 3aja8bl TaKb, Y0 phmenie nameil 3ajaud cybaaerca
HEBO3MORHBIMD, BIM HeonpelBIeHHBIMb.

Tlogo6Hble cxydanm Bcrphuatorcd, Kakb 3BECTHO, H Npu MATE-
TPHEPOBaHIN ypaBHeHill mepBaro mopsaika.

Yro Kacaerca ypaBHeHill, KoTopbia Mbl 34Ech 6yaeMDb pascma-
TPHBATH, H3Db Hamero phmenia Boupoca Jerko yx&e GyAeTdh BHAHO,
KOTAa OHO BO3MOKHO.

leomerprueckoe meroixkoBamie Bompoca 00 MHTErpPEPOBaHiE
yYpaBHeHid

®@,9,2,0,4,7,5 8 = 0,

BB TOMB BELE, KaKDb OB ObLIB ceff9ach NOCTABICHD, BEChMa NPOCTO,

Ilycrs 2, y, # 03H894I0TH 00BIKHOBEHHBIA IPAMOYLOALHBIA KOOD-
AMHATBHI TOYKH Ha moBepxnocTH. Torja 3ajava Hama NpHBOJHETCHA Kb
HAX0:K/€HII0 MOBEPXHOCTH, KOOPAHHATA KOTOPOH 2, GyAydH pascMa-
TPHBAEMA KAKD PYHKIIA OTh & ¥ Y, YAOBIETBOPAECTD YPABHEHIIO

®(x,y,2,0,¢,7,5,t)=0.

Ilpa atoms TpeGyercd, 9T06bl HCKOMAA NOBEPXHOCTH IPOXOLHAA
9epe3db KpEBYI0, 3a5aHHYIO ypaBHEHiAMHE

T = '\P(u)s y="[’(u)1 2= (u),
H 9T00bl HalpaBleHie HODMald Kb IOBEPXHOCTH BbH KamAoi Toukb

9TOH KpHBO# GBLIO Takie HANEperh 3ajaHHOE,

Takas HOpMalb W KacaTeibHad Kb JAHHOH KPHBOM, IpOBeJeHHAA

Ch HEI0 9epe3b ORHY H Ty #e TouKy nocabiueil, 101musl GbiTh
B3aHMHO NepPNeHIAKyIAPHbI.

910 BBIPAKAETCA ypaBHEHieMD

dz = pdz + qdy,
28
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HIH, 9TO OAHO H TOXKeE, CIEAYIOMAMD
o' (u) = py’ () ~+ g} ().
IIpuGaBuss ciofa ypaBmeHie '
o (¢ (), $(w), © ), p,g) =0

Mbl onperEIAMT HaYaIpHbIA BeIMYHHBI PYHKIiHE p # ¢, KOTOPHIA Mbl
OyZeMDb 0603Ha9aTL cooTBETCTBERHO Yepe3d f(uw) B F(u).
OzHa H3DH 3THX'D SYHKHill NPOH3BOABLHA, IPYrasf JKe BRIDAKAETCH

Yepesn nee W SYHKUiA ¢ (v), ' (u), o' (u) H3B ypanaemia
w’ () = o' (w) f(u) <+ ¢’ (w) F (u),

ambromaro mEcro gas Bebxn 3naveniil u.
Taknus o6pa3oMmd BB HocxbiyomeMb H3X0:EKeHIH Mbl GyIeMB

CYATATH SYHKIIN
Y o @), V@), ©)
IPOM3BOJLHBIMA, TOYHO TAKIKE KAKD H OARY H3Db GYHKIiM
fw), F(u).

2. Mu1 orpammummes 3abch TEME ypaBHeHiAME BTOpOrO IO-
pAAKa, KOTODbIA DascMATpPHBAKTCH BB YNOMAHYTOMD Memyaph Am-

mepa, T0-ecTh, YDABHCHIAME BHAA
Hr+2Ks+ L+ N(rt — )+ M=0,
5
o H K L, M, N

cyThb HEROTOpHIA AaHHbIA ®YHKNIA OTH

Y 4D q

Jas mAaTerpEpOBanis ero Ammeps pascMaTpEBaeTd ABE cECTeMbI
ypaBHEHi#, a HMEHHO, CHACTEMY

dz— pdx — qdy = 0,

1Y) Hdy + Ndg — (K + VK?*— HL + MN ) dz = 0,

Hdp + (K—VEK*— HL + MN ) dq+ Mdz = 0,
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H CHCTeMy
dz—pdz — gdy = 0,
{1 de+qu-—(K—\/K’——HL+MN)dx=O,
Hdp + (K+VK®* — HL + MN ) dg + Mdz = 0.

Bw armx® ypaBmeniaxn Beimammn

Z, Y 2 D q

yrobuke Bcero pascMaTpERaTe Kakb PYHKIiH HEKOTODBIXS nepe-
wERHBIXS & H 1 B JEOOEPeRnialbl AXE B cacremh () xax® 9acrasle,
B3ATEIE 10 H3mMbuseMocT® v, npmuems & cymTaerca HOCTOAEHBIMb,
& B35 cucremd (I) kaxs vactabie, B3aTsie no mambasemocta E.

Jlaa Toro, 9ro6b! MOri0 6HITH NPOE3BELEHO HATErPApOBaHie no
cnoco6y Morma, Heo6X0ammo, 9TOGBI 1O kpaiinedi vEpt ogma m3D

- CHCTeMD jonyckara ABb, TaKb HashIBaeMbif, HRTErpEDYeEMbls KOM-

OHpamnin,
Br camoms pbak momers CIyYATbCA, II0 YMHOKAA NEPBHIA
9acTH ypaBueniil 0puoil H3% cucreMn HA HEKOTOPBIA TYHKOIH OTH

w’ y? z’ _p’ q

B DOTOMD CRIAALIBAA Pe3YALTATHI, MbI NOAYIEMS Bb cymub juoce-
PeHnias®h Kakoil HEGYAL oyHKOIE V oTHXS Ke BEAAYHHD, HE3ABHCHMO
OTD ypaBHEHil, KOTOPbIA CBASBIBAITS Z, Y, 2, D, g.

Iogo6uyio cymmy Amneps HaspiBaers HATErpAPYEeMOI0 KOMGH-
Hamie.

Ecan Taxas xom6aHanis noxysaerca uss ypasseniii caeTeMEl @,
TO PaBEECTBO V=0

J1aeTh V=TI (‘E),

rab I1 (%) ects oyuknia ors E.
Herpyauo y65narecs, kaxs sambrais Byps, BB cymecreoBanin,
HaH OTCYTCTBiN HETErpHPYeMbIX'h KOMGHHALIH A1 KAMIOH H3D ABYXD
YUOMAHYTBIXD CHCTEMD,
28+
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Ecin Mb! yMHOEEMD Iepsbld dacT# ypasmenii (I) Ba nBkoTO-
phle MHOEHTENE A, [, v, 3aTEMD CIORHMB DE3yAbTaTRI H CyMMY
ypaBHAEMD BbIpaKeHilo

av av av av av
%dx+d_ydy T dz +—— dp+dq dq,

TO CpaBEHBD Bb OGHHXD YCTAX'S NOJYIeHHAr0 PABEHCTBA KOIDLH-

mienTsl IpH
dz, dy, dz, dp, dq

M5l OyieMb EMETe NATH ypaBHesiii.
VICKI09ABD H3B HEXE A, i H v, MBI BbIBEIEMD ABA COOTHOMeHiA

av av
H%+(K+\/IT“——HL+MN) Em

+[Hp+(K+\/K“—-HL +MN)q]%§—M%pV—=O,

N‘g Ny (K—\/F—HL+MN)‘.%’_H‘%’_—_0.

Vlah BEX'H, OPH HOMOINH RRTETPHPOBAHIA 0ObIKHOBEHHBIXD yPaB-
neuii, Bafiayrea Bck Beanumast V, m, catpoBaTeIbHO, BCh MATErpH-
pyemsla KomGrHauin dV.

Jaa cucrensr (II) maiixyrcs moxo6HbIA Ee ABA ypaBrenis, pas-
HAMIACA OTH NPeAbIAYIMAXD 3HAKOMD IPH KOPHE VK2 —HL-+MN.

Avbs BB BELY 0OKa3aTh KaKb MOMHO OUpe)BIETH NPOH3BOIL-
HBIA PYHKOIA BB OGIUXD MHTErpaiaxb ypaBHeHid, METErpEpyio-
mExca 1o cnoco6y Momm®a, c006pasHO Cb HRYAALHBIMA YCAOBLAMH,
paIoMmenEpME BB N°1, mp1 orakasHo pascuoTpmms cabayromye
cIyJam: ‘

1) Kora 06% cucrems: (I) m (II) aocrasssiors no Asb He3apmE-
CHMBIXD> HHTErpHpyeMbIXh KOMOHHANIA.

2) Korza opma H3b BEXB AaeTh ABb Takmxb KOMOHHALE, ADY-
rag e OAHy.

3) Koraa ogEa cmcrena AaeTh ABS HE3ABHCHMBIX'> KOMOMHAIIH,

Apyras HE OJUOH.
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MpbI HassiBaeMDb He3aBHCHMBIMA KoMOWHAUiaME T2Kia it dV n
dW, aro Mexay V' @ W wbTh COOTHOmEHIA BHAA

(v, w)=0,

HIH, 9TO OJHO W TOXe, V He ecTh ®YHKNiA OTH OfHOTO W.

Yuomanyreie cefiyach ciyJam cyTh TE, BB KOTODHIXD METOA
Mon:ka npriaraetcs ¢b yenkxoms. B Apyraxs, xora pascMarpH-
Banie cucrems (I) m (II) Momers ObiTh HHOrJA IOXE3HO, BCErAa AiA
HHTErpEpOBanin Tpe6yoTca ocoGeHHble NpieMp], He BXOAAmIie B aTy
MEeTOAy, KoTopas, cafa0BaTeIbHO, W OTpaHMIEBAETCA BL NpHMbHE-
HiE Kb ypaBHeHiIO

Hr +2Ks+ Li+ N(rt — )+ M=0

TPpEMs HM3I0KCHHBIMA CIyJaaMH.

Ms1 noscamms npmaomenie ypasmeriil (I) m (II) 8b ciyvasxs,
He MOAIERAmMEXD cnoco6y MommEa, RETErpupoBaHieND ypaBHeHis
HaHMEeHLMAXH NOBepXHOCTed, NpHIeMb OnperbIuMD NpoA3BOABHBIA
OYHKIIH BB 06meMs ero marerpask mo ycaoBiAMh, MOCTABICHHBIMD

Bb N 1.

3. Ilprcrynas k1 pascMaTpHEBanilo CIyJaeBh, HCYHCACHHBIXD
BB HpeibIAymeMs N, Mbl HAYHEMB CBH NEPBaro.

Ilycrs, cxbaoBareanno, cucrema (I) focraBigers Ash HE3aBHCH-
MbIXD KoMGBHauinm 4V (z,y,2, p,q) 8 dW (x,y,2,p,q) H CHCTeMa
(I) z8%5 Taxexs we dV,(x,9,2 p,0), AW, (%, 9,2, 9, 9)-

CocraBaseMmd ypapHeHis
V @.9,500="7 (20),}E, «® &, FE),

W (2,9,8,0,0)= W (¢ €, 4, 0 ), ), F ©)),
vy @9,5,0,9) =", (¢ (), 4 ), (), f(n), F (),

W, 9, 2,p,0) = W,(p (1), 4 (), w (1), 1 (n), F(m)-

3abce BTODBIA YACTH YpaBHeHiii COCTABIAIOTCA H3h NEPBHIXD,

YR
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samEHAd BB BbIpameHiaxs

V(z,9,2,p,9), v W(x,y,2,p,9
w’ y? Z, .p’ q

GyKBbI

COOTBETCTBEHAO ®YHKNiAMH

9, 4, @), fE), FE),
& BB BBIpAKEHIAXD
Vi@.y,25,p.9 v W, (2,y,2p,9)

Th e GykBbI COOTRETCTBERHO TYHKIiAME

e $(), w@), (), F).

Ecam mb1 pascMaTpuBaeM® onpefibiennbiii cayyaii, To ecTh, ecin

SYHKIIA
o), $(), w(), f(u), F(u)

3ajanpl Ha caMoMb ABXE, To geTsipe ypaBmenis (I), mo mckarouenin
H3D HAXD GYKBDH & W ¥, JAAYTH ABA ypaBHeHia MeELy

z, Y% 4D 9q

Haiizemd m3p mocxbiHEXB » B ¢ KaKD OYHKOIR OTH &, ¥, 2 H
nycre OyzeTs
Pp=A®y9,2), q=M@,y,2);

TOrja BH ITHAXDH [IBYXDh ypaBHeHiﬂX’b, Had, 4YTO OAHO M TO-iKEC, BB

cxbryomens
dz=A(z,y,2)do+ M(z,y,2)dy

yCIOBiA HHTErpAPYEMOCTH GYAYTH BHINOJHEHBI.
Orbickanie # KaKD CYHKOIE OTH & U y H3B YDaBHeHil

p=A(w,y,z), q=M(€L‘,y,Z)

IPABOARTCA, Kakb W3BECTHO, Kb HHTErpHpOBARiI0 0GBIKHOBEHHHIXD
ypasHenili 1-ro mopazxa.
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Iocroannaa nporssoabaEasA BB Beanynut 2 onpesbaares no Tomy
ycxoBiio, YTO IIPH
t=o), y=1U1W)
JOXLEKHO ObITH
z2=uw ().

Haiigensas BeanydHa # YJAOBAETBODHTDH Kakb UpejIO:KeH-
HOMY ypaBHEHilo, TaKb H DPA3INYHBIMG YCIOBIANMD, H3I0:KEHHBIMDB
Bb N 1.

TaKkDb MOKHO HOCTYNATh, €CXH CYHKIIH

9w, Y@), w(®), fu), F(u)
sajane! Ha camMoMb Abrh; Ho ecxm
) (W), Y(w), o(®) B f(4)

CYHTAIOTCA NPON3BOJLHBIMA, TO NOKA3RHHAI'O HCKIIOYeHid GYKBD & H
v #35 ypassesiil (I) cxbaath Heas3s.

Torza BMECTO TOro, 9T06hI BbIPARATH # KAKh PYHKOIK OTh Z H
¥, Hy®RHO BaifTH Z, ¥ H # KaKb ®YHKIIE OTH § 1 .

910 38a9ATH BMECTO TOT0, YT06b1 ONpeXEIATH HCKOMYIO IOBEPX-
Hocts (Ne1) oaHAMD ypaBHEHieMD MeRILY Z, Y, 8, HYMHO ee oupe-
ABIETE TpeMs, KOTOPbA JAKTh KOODAMHATHI € %, Y H 2, KaKb
GYHKI® 0T ABYXD NepeMEHHBIXD He3ABHCHMBIXD § H 7.

3ambnenie nepemBHHBIX® £ H Y HOBBIME ¢ u 1 Mom®HO mpons-
BOAETL pasimuuo. Bb o6mems cxysat moxno, Hanpambpsb, nocry-
IHTH TaKb: B3H YeThIpexd ypasHeniil (I) Mo:kHO mOXYYHTH D, ¢, T B
4 KaKD GYHKIIE OTH 2, & ¥ n, npmieMd § By GYAYTH BXOAHTH NOXD
3HAKAMH NPOE3BOJbLHBIX'D OYHKMi.

Takb Kakb CYHKIIHK

V(x,y9,2,0,9, Wxy2p9, V.(@9209 W (2Y22,9

u3pbcTHEI H coBepienno onpexrbiennpia [a He IPOH3BOJBHBIA KAKD
(2)] aas BcAKaro ypaBmeHis, KOTOpoe IpeAli0:EeH0 HHTEIPHEPOBATDL H
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KOTOpOe NMOAXOXHTH MOAD pascMaTpHBaeMblil HAMH cxygail, To phme-
Hie ypasaesiil (I) oTHOCHTEIbHO P, ¢, £ H Y BO3MOKHO.

HOJO}KKM'b, 9T0 OHO HAMB JAETDH
b= )\(‘512771), q== l"'(z: E)n)y w=“(57E: '4)7 Yy= P(‘e’g’ 71)'

Jnooepenngpys Asa nocrbiHis ypaBHeBia mo & H 0O ¥, MBI
I0IyYHMB YeThIPe ypaBHEHida

d= d= dZ  d=dn

1 —d_z)\(z’g’n)_'_ﬁ—id-x_'-d—nﬁ’
— By (ot ) B B, dpdn
O—%)\(z”’n)+didx+dndz‘,
d= dr d5  d= dn

0=%H(z’g’n)+35d_y+d—n@’

dy di . dpdn

_ % -
1_—@”(5’2’“)—'_32@—'_% 0

Orcioza naitzens
& dn & dn
dz’ dz’ dy’ dy
Bb OYHKIIAXS OTB 2, § H .

3arkMb 00ACTABEMD HafleHHB1A BeAMYHHBI Bb ypaBHEHiA

de dE | dz dn
& dz~ dndz’

de dZ  dz dn
r _— 2 — .
P‘(‘g’ G,ﬂ)——da dy_l—d?) dy

Az, k)=

[locab moacTanoBEE oHE GYAYTDH COAEDEATH TOJBKO
Lo g P g%
=) II, b4 dE d,n

Takems 06pasoMb MpI DOAYYEMD 1BA YDABHEHiA MEMRLY STHMH
BEeANIABAMA.
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. dz dz
Ms1-6yaemsb 3HaTh, CABEAOBATENBHO, —= H ——
dg = dn
£, n ¥ 2, ® yciosia maTerpapyeMoctH GyZyTh Bhimoimenbl, Torza
HaXOmEjeHie 2z npHBejeTCd Kb HHTErPEPOBaHil0 OGHIKHOBEHHBIXD
ypaBHeHiit mepBaro nopazka.

ITocTosunas unpomsBoabHad BH Beamanuk z ompepbamres onArs
U0 YCIOBilo, 9TO HPH § = 7= ¥ AOAMHO GBITH & = w (U).

Bt o6biknOBeHHO BeTpEuammuxes ciydadxs sambrenie mepe-
mEBEBIXD © W y HOBbIME £ B v AkiaeTca npome, Kakb 6yAeTh BEIHO
m3%b crbayromaro npamkpa.

IIycts Gyners mpefao:EeH0 AXA HHTEPHPOBAHiA ypaBHEHie

Kakh ®YHKOIH OTD

r—a*l—>b(p—+ag)=0,

rak @ 1 b cyTh mocroammbIs.
Cucrema (I) GyAeTd cocToATH H3DB ypaBHeHii

dz— pdx — qdy = 0,
dy — adz =0,
dp— adq —b(p +ag)dz =0,
a cncrema (II) m3b ypaBHeniit
dz — pdz — qdy = 0,
dy —+ adz = 0,
dp +adq—b(p—+agq)de=0.
Takb Kakb cucrema (I) naers ABE EETErpAPYEMBIX'D ROMGHHANIR
d(y —az) u d(p—ag—ba),
B cucrema (II) Taxxe aph
d@y—+az) u d[e " (p+aq)],

TO HOCTYIAfA IO NPABHIAMbB, H3IOKEHHBIMB Bb 9TOMB N, MBI mOXY-
9aeMb 9eThipe ypaBHeHid:
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} y—az=yE) —ap€), p—ag—be=fE)—aF ) —bu{),

ly+ az =)+ ag(n), € °%(p-+ag)=e~"¥(f(n)+aF (n)).

Ypagnenia
y—ax=1y ) —ap €
y—+ax =1 (n)~+ a3 (1)
IerKo JRI0Th
tjé dE a dn__ dn a
"l VO—a®) d Ay e m

3arbub, BB CHIY 3THXD BEANYAHD, Mbl U3 YPaBHeHii

__dz dz +dz d'n
d' dz  dn dz’
ds d§  dez dn

5 3?7

1=F @y " dndy

6e3b 3aTpyAHEHIA BHIBEAEMD

gg_ —_ 2—1d ' B —a9'(®) (p—ayg),

Z—f,=§% (4 () + a9’ () (p + ag).

Ho ypasgenis (3) satordb

p—ag=fE—aFE+b(z—w (),
P+ ag = @2 (f(n) + aF (n))

b 3 By —
=e2¢(‘l’(’4) ‘l‘(g)"'a?(s) a?("))(f(n)_'_“ﬁv(n))’

cxbpoBaTelpno,

Y — e ({ O— a5 ©)[[O—aF O +b(e—uE))

de 1 ga (‘l‘("l) ~$()+ap(t)—ap(n)

= (' () ~+ a3’ () (£ (n) + aF (n))-

2a
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B1 caxy TomRIECTBD

W Q=0 BfE+{EFE),
W)= () () +¢' @) F(n)

Hpﬂﬂ.bl}lyl[llﬂ BEARYHHBI ZE g npaMyTh BHIH

gg = oo [/ E)— 6 B)] — (4: () —a9'(®)) (s—w(®)),

dz = O~ a3 () 1 (bn)—ae()
%=§53 ¢’ [ae’ () + B(n)],

(4)

rak, BooGme,

0 () = {' (w) f (w) <+ a? ¢’ (u) F'(u).

H3b atHX'D ABYX'H ypaBHeHili BechMa lerko HafTH 2.

Bt camomn Ji,'l;.ni;, 06o3nauas gepead P (£) abkoTopyo dyHKUi0
OTB OfHOro £, Mb1 B3% nocxbamaro nmkeys

) ]
1 =5 0E-ae@) | - (Y@ —ap(n) ,
() s=pie =07 f e [ ()0 ()] dnev- ).

Orciona HaxXozAMD

- 2 (§)-aett ] ,
o=t = (&»f D bl

CpaBHuBaA 3Ty BEIHIRHY Z—-Z— ¢b npeapigymero (4), rak 2z cxk-

IyeTh 3aMBHETH €ro BeImImHO (5), Mbl, A2 ouperbieHis SYHKIIR

® (%), BoIBOREMD cxbayioliee OGBIKHOBEHHOE ypaBHeHie mepBaro mo-
paiKa

@)+ 5 (f O—ag B) 2 )
=52 (W O—YOFO— ¢ OF ) + & 0®¥ O —ar O
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FHTErPEPYA ero W 03Hauad Yepe3d C NOCTOAHHOE, Mbl HAHJEMD

@)

e;,%(qa(a—acp(s» 1

K2 _ JLIPA RN N
— Crw () eg,, $E)-ael) 1 = (V)E)-as(E)

Takams 06pasoms, sambaas, 9ro npr §—=n=u, A0ONKHO ObITh

g = (W),
H, crbloBaTeIbR0, YTO
=0,

MBI B3D ypasnexiil (3) & (5) moayamms crbiylomiit 06miil EuTerparb
IpeAIOKEeHHar0 ypasaeHisa

g =Y Fa@—4E)+a9 @)
2a

y _Ym)ap () +YE) —ap )
— ; )

0
— 2@ —ae®) [ Z@a)— ,
z2=w(E)+ %ie 3a (62 () 82,(4»('4) @ () [aw (u)+ 0(u)] du.

£

Haiizennan Beanunna 2 yAoBsersopaers Bckus ycaosiams Nel;
TPE UpejBIAyIiA ypaBHeHiA IPWHALICIRATH HCKOMOH HOBEPXHOCTH,
OpoxoAalleil Yepe3s KpUBYIo

z=ou), y=4J¢@u), 2=u@),

H BB Kamaoi TouxE 3T0il KpHBOil HaUpasieHie HOpMadd onpexbiserca
Hanepexh 3ajaHHBIMA YrioBBIME Kodooumientamd f(u) 1 F(u).

2 E)-as®) , ,
—o+ L f & L 0@+ BB (VO —ag ®)]

—25 | € [aw/(5)+ 0 (§)] d&.
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Crbaass b= 0, MbI noayuaMs Aad wspkcTHArO ypasmenis
r—a?t=>0
cxbayomiii 06miil RHTErPaND:

_ V() +ap(m)—$E)-+ap §)
r = % ’

_ ) apm)+¢E) —ap @)
y= 5 :

__e)+a(n)

n
s =20l L ([ )f (0 + o' ) Fw] du,

yaosiersopaiomiii Bekus ycaosimms Ne1.
Ecan ub! cpbaaens Teneps

a=V—1,
70 NpejbIAymiA TPH YPaBHEHIA AAAyTDH NOAOGHBI ke HHTErparb

1 ypasHeHis
A 3P r+1t=20.

B1b aromb caydal BeaWwuHHB! SYHKMiH
9 (@), Y@), w(u), f(¥)

10XEHLl ObITh H3BECTHBI Kakb AZd ABACTBATEJbHBIXB, TAKD H 1A
MHAMBIXD 3Havenii (u).

Torza % u 9 GyAyTs conpskennpimr MammbiMm. Cyrbiaenms
=y —wV—1, n=v4+wV—1,

rab v m w BORbIA mepembHHBIA.
Torza maTerpaid ypasHeHis

r+t=20,

yaoBIeTBOpAOmil ycaosiams N 1, npeacrasuTea CY5AyOMAME TPEMs
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YPaBHeHiAMH

r— Y41 V—1)—$lo—w y—1) +<p(v+w V—1)-+op(v—w \/_Tl)7

2y—1 2
y= Yo-4-w V—1)+Y(v—w V—1) o(v+wy—1)—g(v—w y—1)
2 2v—1 ’
g 04w Y—1) 4o (v—w V—1)
2
v+wvV—1
1 ’ ’
M Nat f (V' @) () — ¢’ () F(w)) du.
v—wvV—1 '

HyTs narerpupoBania BL nocrbinems ypasuenin J01meHs ObITh
BBIOP2HD TaKOH, 9T00BI HETErpaXh YHEYTOKHACA OPH w0 = 0.

4. PasGepeut Teneps cayuaii, KOria oAHa A3D CHCTEMD, HANpPH-

wBps (I), 10cTasazers aph HesaBuCHMbIX'S KOMOHHALIR AV (2,Y,2,p,q),
aW(z,y,2,p,q), cacrema xe (II) oany dV, (2,9, 2,p, q).

Torza To9HO TakKe KAKb B Bb HpeibIAymeMb ¥ MBI COCTABAMD
TPH ypaBHeHis

V#9,200=7V (905, ¢®), o), fE), FE)
(1) Wiz, y,2,p,9) = W (), ¥ ), 0 &), 1), FE)
Vi@9,20,0) =V, (), $(), @ (x), F(n), F ().

Koraa oynxnin
(), $(W), 0 (), f(), F(u)

3a7aHbl Ha caMoMb ABaE, To MomHO 0T6poCHTH mocabasee n3b ypas-
menili (1) # Hckmodeniems § E3D ABYX'S NePBbIX'H MOXYYATH YPas-
HeHie BWI2

(2) H(w,y,z,p, 9)=0

Yro6b1 maiita 2, yroezersopmomi ycaosiams N 1, HyxnHO HH-
TErpEpoBaThL 9TO YACTHOE AMPPEPEHIialbHOe YPABHEHIE NEpBaro mo-
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pAjKa, UpA ycioBim, 9T0Gb1 mpEm 2 ==¢(4), y = (u) Hckomoe &
o6paTriock BB o (u).
Phmenie aToift 3azav@ cBofurcs, Kakd W3sBCTHO, Kb HHTErpH-
POBaHiI0 065IKHOBEHHBIX'D YPABHEHIH B Kb HCKAOYCHIAMD.
JUbiicTBATeAbH0, HYIRHO CHAYAIA WHTECPHPOBATH CHCTEMY OObIK-
HOBEHHBIX'D YpaBHEHiil.

dr _dy dz . dp dg
dii™ dll — dll a4l dl— — d _ _all’
p d Poptiy =Py i3

Ilycrs geThipe HE3aBHCHMBIXD MHTErpaka 3TOH CHCTEMBI 6YAYTH
Il (z,y,2,p,q9) =1Iloct., A (2,y,2,p,q) = ocr.
A1 (w, Y,%5,p, 9) S HOCT', Ag(x1 Y,4p, Q) = Ilocr.

Wsw maxs nepssrit I1(z,y, 2, p, g) ecTb nepeas Yactb ypaBReHia
(2), koTOpOE WHTErpHpYeMD.

CocraBuMb Tenepb TPH ypaBHEHis
A (@ 9,59,0) =A (o) $ @), o @), f W), F (),
A(@,y,2,p,9) = A, (9 (), $ (), © (w), f(w), F (w)),
Ay(#,9, 2,0, 0) = Ag(o (), b (w), © (W), f (w), F(w),
H PAGABUMD CIOAA YCTBEPTOE
(z,y,2,p,9=0.
Hck109nBD B35 3THXD Y€THIPEX'H ypaBHEHidl GyKBbl
%, P, q‘,
MBI NOAYYAMD OAHO ypaBHEHie MEELY
Y %

B3D KOTOPAro n maiijems 2, yaosiersopmomii BcEms ycaosiams N 1.
Ecan oysxnin

2 @), $(w), o), f
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Pa3CMATPHBAKTCA KaKD NPOH3BOABHbIA, TO HRHOIAA BRIIOAHO NPHHATH
BO BHEMaHie ¥ TpeTheé W3 ypasHeHid (1), B3aB® § W 7 3a HOBBIA
nepenbunb1A He3aBACHMEIA BMECTO IPEKHAXD & A Y.

Toria m3b Tpex® ypasmeHiif (1) MOMHO HOJyYHTH ypaBHeHie

MEELY o

dz
5, N % %’ an’
npnqem, t 7 v BOAYTH NOAD 3HAKAME NPOM3BOJBHBIX'D TYHKMIH, &

Z,dgd

Uuterpupys 310 ypapHeHie, Kakb BCAKOE NEpBAro NOpAAKa,
IPE yCXOBiH, 9T06bI 11 =& =u OblI0 #=w (), MBI HalifeMD 2,
KaKD SYHKIiO OTH & H 1.

Y10 RacaerTcd COCTABICHIA CAMOr0 ypaBHeHid, TO OHO MOMKETH
IPOHSBOAATECA PA3IMIHO, CMOTPA N0 ypaBHeHiAMB (1).

Bt o6mems cxysab, koria sTe nocxbamia MoryTh ObITh phmenst
OTHOCHTEJLHO 2, W ¢, MOMHO HNOCTynaTe, Hanpambps, cxbiyio-
ImuMs 06pasoM’d:

BripasuMs #3b ypasmeuii (1), p, ¢ ¥ # Bb ®YHKOIAXD OTH
z, ¥, &, n B 0ycTs 6yleTd

BHE 9THXD ®yHKOIH.

P=A(,9,5 "), q=l~"(w1y12;71)7 5=P(£,?/_,E, 7).
Pascmarpusas 3pbcs & W v Kakb ®YHKOIE OTH Z H Y, Mbl 6y-
AeMt aMETh d  dpd  dpdn
ot — =
dz " dE dz  dndx
dp  dpdt  dpdn
Gy T EY Ay M
de d€  daz dr,
#Ed  dnds

ez | dzdn
Edy  dndy

=,

V31 3THXD YeTHIpEX'h ypaBHEHiA Mbl HOIYYAMD

d & dn dn
dz’ dy’ dz’ dy

— 449 —
BB ®YHKOIAXD 0Th BeAHIHHD
) AR AN
IIycrs 6yrers, cabzoBaTeinHo,
4 %=E,, By = Z—:’;:‘n,, g—;=n2,

rak &, &, n,, n, 6yAyTh u3BbCTHRIME CYHKOIAME BeIHYHHD (3).
CocraBias ypaBHeHie % = Z—i, MBI LONyYEMDB HA OCHOBaHIN
HaiijeHHBIX's BEJHYRHD (4)
dr  dr dx __ _dp  dp dy.
(5) @—I_ﬁ Eﬂ—l—dn ﬂz—d—x—l—a—ggl—l—% LT

910 ypaBHeHie GyAeTH COACPMRATH TOABKO Bedmdmnbl (3). Jue-
<oepeHnupyeMs ero no £ § 1o y, OpuYeMd HYRHO PA3CMATDHBATDH
gy % g0
}) ny di d'ﬂ
Kakb SYHKOIM OTh & M ¥ W LPOU3BOAHBIA £ B v 3aMBHETH HXD Be-

" de  de
AR9EHAME (4), & NPOU3BOAHBIA OTD —»= H —— CXEAYIOIHME BEIpaKe-

de dn
HifIMH:
dz dz
d (EE) d*% a?z d (Eﬂ) #s, &z
221 7 Ty =gt oan
d& dédn dx dtdn d
dz dz
d@) s o) _an,
Tdy 52 dc,d-r N2 Tgy T @dm 3 g e

Mb! HOXy9EMD TAKEMD 06pa3omMb ABa ypaBHEHisd MeHLy

6 dz dz d% d% d’z
(6) z, 9 & n, & dn BB &Edn

Jpyria apa ypaBHeris MexAy TEMA e BeIHYAHAME IOXYYaTcH,
pa3emBas cibiyromisa aBa:
diz dgl % d"h

dx — dy az dJ
29
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NpHEYEMD NPOA3BOAHLIA, 0T
£ dz dz
y Ny dE’ an

N0 £ ¥ N0 ¥ HY®HO 3aMBAATH yKa3aHHBIMA Cef9ach BEAMIMHAMHE,

Mm1 Gyaems mmbTh Bcero 9eTnipe YPaBHEHIA MeKiy BeXndn-
namn (6). IIpacoeannams kb HEMD (5) I eme

F= P(z1 Y, Es 1),

W H3D MeCTH ypaBHEHill HCKIOIEMD

d* d*% d%,
z, Y, 7&?’ m’ i

y H&Ch OCTAHETCA OJHO YpaBHEHie MeEAy

£ dz dz
S N & d—g’ %
Ono n GyaeTs TpeGyemoe.
MaTerpupys ero, KAk, CKa3aHO BbIMIE, MBI N0IyYAMD HCKOMEIH 2,
KaKb SYHKIiO OTH & H 7.
. Yro KacaeTcd BeJMYEED & H ¥ BH PYHKIIAXEH OTH § H 7, TO
nocxb Toro xaxs Gyierd Hafiiewd z, a, cabaoBareipHo, n3BBCTHBI
de de .
Taime M ero DPONSEOMALIA o7» - KAKD SYHKIOIE OTH § # 7, MBI
MOKEMD NOJYYHTh & H y, Hanpmmbps, w3® ypasmermia (5) m cxb-
AyI0maro
2=p(@,9,5")

Bt 06b1KHOBEHHBIX'DS CAyYaaxt n3wbrenie nepemBEHBIXD z H ¥
Ha £ H v OPOH3BOAMTCA I'OPasio Ipome.
Hanpamtps, ecas 651 66110 AaHO 144 HHTErPHPOBAHIA ypaBHEHie

r—a*t—Q'(2)(p +ag) =0,

rrk o (?) ecrp npomsBogHas oTh HEKOTOpO#E @ymKuim Q(2), To cm-
crems! (I) m (II) 61am GBI TaKia e, KAKD H AAd ypaBHeHid npeisILy-
maro ), ToabK0 B Hacrosmenms caydak smbero b Gyzers Q' (2).
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Mp1 #35 ypasseniil cacremst (I) noxyuans 18k KomGumanin:
d(y —az), d(p—ag—Q(2)),
a B3b ypasmenii (II) oxay
a [y + az).
Hocrynas, Kak®s ckasamo BbIme, MbI HOXyYAMs TPH YpaBHEHis:
ly—aw=¢(2)4aﬂp(2)
(7) Y+ as =1 (1) +ap(n)
lp—aq—ﬂ(z) =[f(E)—aF{E)—Q(w().
Taxt kaxs 31bch # ¥ y ceaseiBalOTCH ©b & H %) TAKAME e

YDPaBHEHIAMHA, KAk B Bb UpeibliymeMs N, TO MBI MOKEMB BOCIONb-
30BATECA €ro POPMYJIaMH; B3L HAXD AMbeMD

%
Y€ —ag@dt
Ilogcrapaan ory seamumHy p— aq BB nocrkaaee m3s ypasue-
mill (7), uer moxywmms crbiyomee ypasmemie aas onpexkiemis e:

T 00 =0 (0 ) + aF ) — @)

p—ag=

Ero ny&HO HETErpEPOBATS KAKD 0GBIKHOBERHOE YDRBHEHie, NP~
9eMB NOCTOAHHYI0 NPOM3BOABRY 0 3aMERNTE GYRKIiel0 OTD 1) B onpeh-
I8Th nocAbAHI00, BEIPAKAd, 9T0 PE § = = % 6yAeTh 2 — w (u).

Tax®, manpumbps, ecan 661 65110

Q(p)=e"%,
rib ¢ mocrosmEce, TO Yepess EATErPHPOBAHie NDEJBIAYIATO ypaB-
HeHisl MBI HOXY9IHAE GbI
RS (O —aF - ®) W -y @)

£
[ % J': (f(g)—aF(E) —e—Ccw (&)) (q"(E) —a:p’(E)) dE , ’

B
29*
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rak o 1 8 nocrosmasis & I1(n) ®yHKNia 0TS 7, NpAGaBICHH2s BubCTO
NOCTOAHHOA TPOH3BOJBHOM.

Bripasas, uro npm & =1 6yieTs s = (m), MBI H3B 3TOTO
ypaBHeHis BEIBE1EMD

oo )+ | ) — @ 1) = 00 ) ( () — a9 () d

Ow=e
n
21 f () aF () — o0 ) (VW) —ag'(w) du ,
+ 5% Jem J. (' (w) — ag’ () du.
g

IoAcTaBEBD 3Ty BeIMYHHY Bb IpeAblIyllee ypaBHeHie H B3ABD
Heneposs doraprombl 06EEXs vacTedl, Mbl Jerko Haiizems

L | ol ] = aP ) - ) 0 o’ )
z=—log} e N
e )
/]
L (" (f ) —aF (w)—e—o0®) (') - a0’ @) d
+§% e’ J. ({ (u)— a9’ (w)) du}
£
: |
- -21—af(f () — aF () — ") (¢ (w) — ag’ () du.

-2
Bt aroii Beamunrt # XoTA H SUrypEpyeTH HeonpexbaeHroe mo-
CTOAHHOE &, HO, 0YEBHAHO, BEIMYRHA 2 OTD a HE 34BHECHTD.

Yro Kacaercd BeIHYEHD £ H Y BH PYHKOLAXDL OTh tay, TO
ork moxysarorca n3b ypasmemid (7); a HMEHHO GYAEThH:

Y@ -+ap)— B +ap )
Tz =
2a

y_Mﬂ+w®+¢@—w@.
- 2

JrE aBa ypasHeHia W mpexpbiaymee onpeilasioTh HCKOMYHO HO-
Bepxrocrs (N 1), yroBaeTBopawmyo BCEMD yca0BiAM®.
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B. Koraa omsa man cucrems (1), (II), manpmmbps, (I) zony-
cKkaeTh JBE HesaBECHMbBIA KOMOBHANIN

AV @, 20,9, AW(2,9,5,D,9)

Apyrad ke HH OAHO#, TO, COCTRBHBD ypaBHEHie

V @9,%0,0="V (3©),$®),0®),E),FE),
W(‘”) Y, 2,p, Q) = W(?(E)7 "!”(E)a w (E)a f(&), F(E))a

MBI JONKHBI NOCTYDAThb TaKb, KaKh CKa3aHO BB Hadarb mpeasiay-
maro Mo, Korja Mbl IPEHEMAIE BO BHAMaHie TOJbKO JBa IEPBBIX'B
B35 ypasHerid (I), @ or6paceiBainm TpeThe.

Hacroamii cayvait serpbraTca, nanpamEps, Koraa 06F crcTeMbr
o0pamatorca BB OfHY, TO €CTh, KOria

K? —HL -+ MN=0,
H Korja 3Ta oana aocraBiserds AL komGummanmin. MlnterpmposaHie
BD 3TOMB clydat mMbl moscemms HEKOTOpHIME mpmmEpamm.
Ilycrs 6yaers npeazoxkena cxbayioman 3ajada: -
IIpoBecTn yepess KpEBYIO 3aJaHHYI0 ypaBHEHiIMH

z=0®), y=y¢@), s=ow®)
Pa3BepTHIBAIOMYIOCA HNOBEPXHOCTh, IPH TOMB YCIOBiH, YTO0BI AAA
KaRA0f TOUKE (¢ (), (), 0 (u)) 5Tl KpEBOE HampaBieHie HOpMAJH
Kb HCKOMO# 110BEpPXHOCTH onpexbasiocy Hamepeqh 3aJaHHBIMA yrIo-
BbIMH KoadaunienTamn f(u) m F (u).
Jaa pbmenis aroil 3apaam Hymﬁo BHTErPHPOBATH ypaBHEHIe
rt—s*=20

opE yciosisxs M 1.

Bt stoms cayvak K*—HL -+ MN =0 1 065 cacrems! o6pa-
maKTcd BB OAHY, KOTOPYI0 XiA ypaBHeHia 7t — s =0 cxbayeTs
BAZomsMEHATL, TAKEL Kakb nocxbimee ypasmemie cmcreMs! (1), mam,
9T0 OJHO W TO-JKe Teneph, cucTembl (II) Abraerca TomecTBOMD.

Mk1 aerko maiijenMs ypasHenis

de—pdz—qdy=0, dp=0, dg=0,
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rak areoepennialsl HYRHO NPHEAMATH 3a YACTHLIE B3ATHIC, HANDH-
wbps, mo msmimAEMOCTH y, NPHYEMS Z, 2, P, ¢ PA3CMATPHBAIOTCA
KaKkb ®YHKIIN 0TH y B BEKoTOpOi mepembanoi .

Mer ambems Teneps AL xom6unanin dp m dg; mocTynmas, Kakb
ObLI0 CKa3aHO Bh M4, Mbl CHaYaia NOAYYAMD JB2 YPABHERiA

(D p=f@®), 9=F()
IOTOMB 9epe3th HCKIlodeHie § maiizems ypammenie Bmia
II (.p’ Q) = 0:

KOTOpoe H cabiyeTh HHTErPHEPOBATH HOAD YCIOBieMD, IT0GBI HCKO~
Mas NOBEPXHOCTb NPOXOARA2 Yepesb 3aJaHHYI0 KPHBYIO.

Raxosb! 661 mm 6b1am oyHKOiE f(%) 1 F'(E) MBI Bcerja MOEeMS
HailiTH ®yBEOi0 Q () Takyw, 9T0 GYAETD TOKAECCTBEHHO

2 FE=Q(f®)

Beeaemts Ha Bpems BB BelYACIeHle 3Ty HOCKEAHION; OHAZ, KAKD
Mbl YBHJAMD, HCKIIOYHTCA H3B Pe3yAbTaTa.
N33p ypaegewiit (I), MbI 10JyIEMD

7=0Q(p).

Jas EATerpEpoBaBiA 3TOr0 ypaBHeHiA NepBaro IOPAAKa COCTA-
BIAEMD CHCTEMY OGHIKHOBEHHBIX'h YpPaBHEHii

de _ _dy___dp_ dg

Q' (» 1 0 0
Tpr HesaBECEMEBIE WHTErpata HXb GYAYTh:
p=1Ioer., g=TIloct., z-+Q'(p)-y=1Tocr.
W3% BEXB MBI COCTaBAAeMB yDaBHEHIA
@) p=1E), ¢=FF), 2+ (D)y=2F+2 (f®)¢®.

Ho, msb ypasrenia (2) mbl noxyuaems

@ (1) = 7
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u, Kpowk Toro, Ha ocHOBaHiE ypaHeria p== (%) Oyiers
(=0 (f®);
¢k 10BATEIbHO, PABHERiA (3) MOTYTH GhITh NPEACTABIEHHI B BHLE
@) p=(©), 3=F(), af € +yF'®) =9/ ®) +E)-FE.
Ecan 651 oyExnin

(3) &), F(), ‘P(E)a "I’(E)a w(E)

GBIIE 3aJaHBI Ha caMomb xErb, To, HCKEOYRBD W3B ypaBuesii (4) &,
MbI I0Xy4AIE Gbl [BA YPABHEHiA, W3 KOHXH HAILIM Gl p H ¢ KaKkb
SYHRIH OTH & ¥ ¥, & 3aTEMD B 2 1o ypasHeHiio

dz = pdx —+ qdy.

Ho Tak® Kak® HCKIIOYeHid aToro crbiath Heab3s, NOKA ymoms:a-
HyTBIA GYHKOIN HE JAHBI, TO BHITOAHO GYAETH B3ATh & 3a mepembn-
HyI0 He3aBHCHMYI0 BMECTE ¢b 01HOI0 H3B CTAPHIXH HepeMBHHEIXD,
sanpamEps, y.

YcaoEMCs, JJf COKpANEHiA MACHMA, He CTBHTH 5 NOAD 3Ha-
KaMH SYHKOiH (5) H UXD OPOMSBOJHBIXE, & TOXBKO NMOAPasyMEBaTh,
9T0 HE NOBEAETH 34 CO60I0 HEKAKOro Hexopasymbaia.

Ha ocroBanin ypaBreHia

W =9 f+{F
MBI MOJKeMD IIPEICTABHTh TPeThe H3Db ypaBHeHidl (4) Bb BEAE
(6) of -+ yF = (of +{F—w).
Jaxke u3n ypasHenia (6) moxysaems
éqz = f, 77
@ @ YF—o) —af —yF
& F

dy ~ (pf+~VF—o) —af —yF"
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- dz .
[ToToM® Haiizems H —— H3Db ypaBHeHl#

dt = dy

Gz dE_ de f
p= f_'a_g'a—x_‘ dE.(?f+\pF—m)"—xf”—yF”’

dz de dE __ds  da F’

(== G = T Gt —a —a —yF"

Orciofa BHIBOJUMD, HCKINYAsA & IPH moMomn ypasHemia (6),

de fF’
@——F f, ?

de _ f oot uFooY—af—y B =f] G T_ e (FTN
Yeaosie mETErpHpYEMOCTH

d(z—?):_f,(g)':d(%)

dy

YAOBIETBOPEHO.

dez dz . ) .
3nan Wz KaKb SYHEIE OTh Y M §, MBI JerKO HailieMs 2.

Bt camomt akat ypaBuenie

ds fF’
=F—"'=
dy 'd

HAMD JaeTh
g= y(F—ff—)+<I>(E),
rak @ (§) ecrs mhroTopas eyHKnia ord &.

dz
CocTtaBIas oTcioAa F R YPABHEBAA COCTABICHHYI0 BEXHYHHY

BHIMEHANACANHO# BeanImHE 3T0# IPOH3BOLHOH, MBI IOXYIHEMD

6= f| T T
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cnﬁnonﬁe.uwo, Gyzers
F—ea) '
&)= f 1 [‘ifﬂ;,—-l] — % (of +$F— ) — f 4 (of +VF—w)
- % (of + 4 F — w)f—(¢f + YF — w) +C
=L f -+ 4F) — f 4T —0)+ C=y L —4FroC.
TakaMs 06pasoms, BeimysHa # 6yzeTs crbayomasn:
= (.'/—@(F_tf—’> + C+ow.

Hocroannoe C ecrb Hyan, 60 mpa y = () A0IWHO OBITH
z2=w(f).
Ypagsenia (6) 1 (8), To-ecTp,

t—o®1f O +y—4EIF (=0,
r—o®=[— 01| FO— it 79)

onpeAbadgioTs HCKOMYI0 NOBEPXHOCTD.

Ecam Mpl BB HEXH DpEIAMEMD & NOCTOAHHOE 3HAYEHie, TO OHH
onpeabiATh NPAMOAWHERHYI0 NPOH3BOAAILYI0 STOH NOBEPXHOCTH.
Ecan ke pascMaTpEBREMDb £ Kakb SYHKIi0 OTH & H ¥, onpexbise-
My0 LepBbIMD H3b HHX'B, TO BTOpoe GyleTh NPHHALIERATh HameH
pa3BepThIBalOMIEHCA NOBEPXHOCTH,

Jaa gpyroro npuwipa Ha HETerpEpoBamie Bb PascMaTpHBae-
MOMT HaMH cXydak, MbI Bo3pMeMD ypaBHenie

r+28—(rt—s%)+1=0.
06% cucremer (I) m (II) o6pamnaiorca BB 0oany cakayomyio:
dz = pdz —+ qdy,
dy —dq—dz =0,
dp+dq-+dz=0.
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Ona nocraBiseTs aBb KoMOHHALIN d(y—q—=) 1 d (p-+q—+z),

HIH, 9T0 OJHO H TO-3Ke, Takid ABbd (¢ +z—y) 1 d(p+¥).

Hocrynas, kake Gblio ckasamo B M4, MBI COCTABIAEMT BA

ypaBaenis
g+2—y=FQE+9®—¢E),

p+y  =fE+dE.

Ilycrs Gyaers onars Q () Takad ©YHKOiA, 9T0 JJA NPOH3BOIL-
Haro § mMEeMD MMEHHO PABEHCTBO

(6) FO+o®—4EO=Q0(fO+¢®)
TOTJ2 HAMD HYAHO HETErDHDOBATH ypaBHEHie nepBaro HOPAAKa
g+os—y—Q(p+y)=0

OpR yCAOBiH, 9T06BI NpH &= (), ¥ =1 (%) HCKOMOE 2 0GDATHIOCH
Bb » ().
Jaa srofi nbam AHTErpupyeMb CHCTEMY OGBHIKHOBEHHBIXH ypaB-

HeHli as oy —dp 4 .
—Q@p+y 17 1 —1—Q(p+y)

M5! HaxoaEMT, OPA HE3ABACAMBIX'D HHTErpaia
p +y=Tloer., q-+x— y=TIocr., -+ yQ (p-+y)=Iocr.,
H U3% HEXD COCTABIAEMD yPABHEHiA
p+y=FO+YE), g+2—y=FE+e@—@),
z+y@ (p+9) =9 ® -+ EQ (FE -+ E)-

Ha ocnoBanin nepsare H3b HEX'B, TPEThE MOKETH OBITH HANH-
CaHO TAK:

M) s+yQ (fO+®) =20 +{OQ(FE) +E)

Ho m3® TokaecTsa (6) Mbl 10AyIaeMb:

’ F’ @OV z
Q () + @) = St YO,
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cxbroBaTeabro, ypasHenie (7) MoxeTH: GbITh NpEeACTaBIeHO BH BEAE
F+)e+F +9 —Py=F + o+ F +9 —{)Y
="+ )+ (F -+ — )+ o [+ F—u
=<‘Pf+4'F+‘P'¥—%i*‘ w)'- |
Ms1 onars, Kakb BB npepbliymems npumEph, He mEmeMD AdA
KPaTKOCTH GYKBBI § NOAD 3HAKAMH &YHKNiHE 9, ¢, w, f, F, 0 BXB

IPOH3BOAHBIXD.
Taxumsb 06pa3oMs TpH ypaBHEHiA MemLY

T, Y, P, ¢ &
MOryTH OBITh HaNACAHL] TAKD:
pHy=[f+1{
(8) g+r—y=F+op—1{

(Fr-§+F+ g —Py=(of +4F+ep—F—o).

Ecau6b1 oymrnin ¢, ¢, w, f, F Gu1an 3a1aH6! Ha camoMb ybxb,
TO, HCKIIOYABT H3B ITHX'H ypaBHeHid &, Mbl moayunam Gbl AB3 ypaB-
HeHiAg MRy &, ¥, p H ¢, OTKyAR H HAMIK GBI p M ¢ Bh SYHKOIAX'D
OTh # ¥ Y. 3aTbMb noxyynam Gbl 2, MHTErPUPYA ypaBHeHie

dz = pdzr + qdy
1 onpexbass mocrosmmyio mo ycaosiwo, uro6br npn s==p(u), y="_(u)
06110 72— w (%).
Ho, ecam ynoMaAHYTBI# ©yHROIE He AAHbI, TO yA06HO, KAKDb B
npeapiaymens npamEpE, B3aTh £ 3a mepembuuyio He3aBHCHMYIO CBh

ORHOI0 H3b Ipe:RHAXD HepeMbBrHbIXD, HampEMEDS, ¥.
Iocxbzuee n3w ypaBHenii (8) raers

& _ (4 ,
B (of -y g —Y —o) — (-4 o — Fr9— 'y
@ F+o—¢)

W (of 44 Fr-gh— & o) —(+-9) s — Fro— 'y
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Jad KpaTKOCTH OHCHMA Mbl 03HAYAME PYHKIiI0

2
of +{F + cp,!/-——qé—-—— w
01HOI0 GYKBOIO A.

O6miit 3mamenarelsh npeibIAYINHXD ABYXH Apobeil MO HCKAOYe-
Hil ¥3H HEro  npH noMoINH mocxbARAro W3b ypasHediil (8) MoEeTs
ObITH HanACaHD BD BELE

N —(f+)'s—(F+9—y
=¥ mg] — o [y

bt

TAKDh 9TO IpPeAbIAyIid BeIWYAHBI

iz’ d
OYHKIIAME OTH & B &
& _ 1 ,
v el Smt]
o _Fro—y 1
WY [T
[lepsria aBa m3b ypaBueniii (8) afyTs:
da dt

r=gg=l+¥—y

_ds  dz ﬁ _ '
q—@_'_ﬁdy =F+o—)—z+y
Y F4+o—4) :I
=Fa4+o—¢— . l: =41 ly.
it A ey S I y
0 at dE

TCIOR3, BD CHIY HAUACAHHBIXL BHIME BeATHED > d , MBI

BaiijeMD Z’é &y BL CYHKIIAXD OTH & H 9.

JbiicTeaTEIsH0, MBI HOJyJaEMB

="+ v—| gy |- [ o

i3
d‘ 6ynym, cabryromuMe
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ds
dy

F+o—14¢)

==y — (- 0

(f+ 4')'

+[ 2 T1]y

Ycaogie maTerpapyemocta

(7 _1(5)

dy — di
c0o01I0] eHO.
Beangmna 35’ 6yAy4s HETETPHDOBAHA IO &, HAMB 18eTh
_ N o F—Yy W :]
s= APy 9| Pt
(F4+o9—1Y g
ey YO
CocraBisa oTCIOA2 Z—Z H YPaBHEBaA COCTABICHHYI0 BEINYHHY
HANHCAHHOH BbImIE, Mbl HOJYYAMB
g (y):y,
cxbroBaTeAbHO,
ng=%~+c,

itk C ecth mocronnnoe.
Boipaman &e, 910 upr y = (%), 6yaers & = w (£), Mbl moxy-
ams C=0.

Takams 06pa3oMb HHTErpaid NPEiJOKEHHATO ypaBHeHid, yao-
BaeTBOpmomii BeEMb ycaosiamb, onpegbantes crbayomumn ypas-
HeHiAMH:

¥ =y X
s=— A Y gy o[ Fro—d— (9 i e |

_'_(F"'“‘P_q‘),yz_,_f,
f+9y 2

f+4) @—¢)+(F+9—¢) (y—{) =0,
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H3Db KOTOPbIX'S HOcrBiHEe eCTh HEYTO WHOE, KaK® TpeTse Wsh (8) n

I']I'ﬁ q}g
A= zpf+a[;F+cp¢————é— — .

6. Cayuaii, 85 Koropoms o6% cucremsr (I) 1 (II) ZocTaBasmoTs
m0 OAHOH KOMOWHANIM, He DOAXEHATH, KAKb Mpl y:xKe 3ambrmam,
cnoco6y Mon:xa.

Thup ne menbe maoraa BHIPOAHO pascMaTpEBAaThH ypasHenia (I)
g (II) (®2), wro MBI NOACHAMD HHTErpHPOBAHieMT ypaBHeHin HaH-
MeHbMAXH NOBepXHOCTed mpE ycaoBiaxs Nel.

Ouo, xaxb H3BECTHO, ecTs cxbiyomee

1+g)r—2pgs+ (1 +p3)t=0

H BBIpAKaeTh, 9T0 BB KamAOH TOuKE Takodl MOBEPXHOCTH IIaBHEIE
paliiychl KPHBH3HGLI DPABHBI N0 a6COIOTHOHR BeamuuHs W NPOTHBHBIXD
3HAKOBbD.

OGo3uagas 9epe3s ¢ BhipakEeHie == V— 1 , MBI MOREMD Aid
3TOr0 ypasHenia HammcaTh cHcreMy (I) b Bupk:

dz = pdz —+ qdy,

dy_—pq+i\fi+p2+q iz,
7

-

H OHa JOCTABATD HaMDB KOMOHHAMiIO

d(m+z\/1+p—+q)

l+q

Ilono6aeiNE 06pasons cucrema (II) Gyzers

dz = pdz —+ qdy,
—H—iVirp @,

1442

pg—iyl-+p? +g? dq——O

1-+-¢2

dy =

dp —
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H JOCTABAAETD KOMOHHANIIO

é(m m)

]+q

Crhaaems 113 coxpamenia

U@F@+4W+U©F+@EW_1®
1+~Fer

fO FO— VIO~ QP _
T+ @ @) )

(2)

H BBeAEM BMECTO & W y HoBEIA nepewbsusia % m v ypasmenigum

pgi 1+p2+q
l—l—g

pg—iVl+p' ¢

1-+4?

|
3) i

Mer mocrapaemca BHIPasETh &, ¥ B 2 BB & H 7 TAKD, 9T06HI 2,
OyAy4H PascMATDHBAEMD KAKL SYBKUiA OTb % H ¥ yAOBIETBODAIH
Ipejr0KeHaoMy ypasaerito (1) u, 4To6b1 npH

E=n=u
66120
z =‘P(u)7 Y= "I"(u)’ z2= o (u).
Ypasreri (3) DOKA3BIBAKTS, 9TO A8 5—n=u GyieTh TAKKE
p=fM), g=Fu)
Ycaopames LaA COKpamenin 0603HAYATL GYHKIIN
26); $E) w®), 1), FE, AE), 1)

coorBbrerBenHo GykBama

oY o f, F, A
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a PYHKIiH
() ¢(), o), f), F(n), A(n), p()

c00TBETCTBEHHO TaKT

¢ Yy 0y f1y By Ay By
Torpa, Abiad ,
a=31, a=31,

Mbl MOReMD IPEeACTABATH ypaBHeHia (2) B BELE

. ]f— AF=aiVl—+ A%
@) lf——p.F:a."i\/l—l—p.“,

a ypasHenia (3) Takb

() [p— 2 =aivi+2,

{p —ke= xiV1 -+ Tt

U3t (4) BRIBOAEMD

i“. TPPY )\s___f—iF\/m_ﬂq—F"z,

1+ F*?
(6) i
’ __[+iFV1-fi4- F?
laz'a,\/1+y.“.._. T 77

Bropoe ypaememie cacrembl (I) m Bropoe (II), Ba ocHOBamim
ypasHesiif (3), MOTyTh 6biTh HAIHCAHBI TAKDH

___ % W %
(7) %__Pld_n’ dE_—)‘dE

Bt cnay xe aTux®s ypaeHeHidl # (5) nepsola ypasnenid o65uxsb
CHCTEMD IpeACTaBATCA BB BELE

dz dz Vi 202
&= (P — g =iVl
dx
a5

®) _
lg;:(p— M)Z —aiVis %
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H3n ypasreriii (7) cabayers

3ia3y) _20)

== )

da dn

Bx
dEdn

HIH npome
0.

OTcxona‘qepes'L nnrerpnpoaanie BBHIBOJHMD
9 z=0c()-+p()-

Yeaosmmes 1o amaiorin ¢b DpeABLYMEND 0603HaYeHieMT mA-
cath oymKOin o (§) u p (5) coorBBICTBERAO TaK®:

% P
a SYHKIIE ¢ () B p (n) coorBBTCTBEHAO TAKD
6'1, Pie
U3p nocrbagaro ypaBHenis Mbl HAXOZEMB

dz dz

— ! — r
%"‘Pu ﬁ—c;

a, crbjoBaressro, Bb caxy ypaBreniil (7) 1 (8) 6yaems mnbrs

’ dy ’
1P ?clf:—)\c’

%=
%:a’i\/l+pfpl', ggzczi\/1+7\“o*'.

dy

I9TH BeIWYHHBI TPOW3BOAHBIXB OTh ¥ H 2, JAAYTHh HAMD ¥ H £
BDb OYHKIIAXD OTh £ H 7, KOTOpEIE CyTh ABE conpﬂmenﬂfﬂm MHH-
MBIXh BeJHYEHBI, HG0 MBI DpeanoJaraeMs &, y, 8, p H q LbicTen-
TeAbHBIMH,

Bui6paBs, crbioBaTelsHO, DYTH HHTErDHPOBAHIA TaKoi, 4TOGHI
nmmecrBiylomie RETErpaJbl YHAYTORAAACH UPHE = v, ¥ BBIpa:Kad,
910 npHE £ = v =, Gy1eTs

y= ‘-!1(“), z=w(u),
80
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MBI H3D NOCXBIHAXD ypaBHeHid RBEIBOJEMD

n 7
Y= q’—fi"x Plld"] =¢;+ f)“” ds,
(10) £ £

1 7
= w +a'ifpl'\/1 4 pidn= ml——aifa'v1+'/\“d£.
! 3 5 '

Jlueoepennapys 00 & 062 3TH ypaBHeHid, MBI BGIBOXEMB cxb-
Ayromisa JBa 2o’ , ,
G pp = — ¢,
widVI+N+digVl+pi=ow.
Oun onpexbisTs ¢ ¥ p B B3BECTHRIXD HAMD YHKOIAXD.
JEilcrBuTeAbHO, BBIBOAA OTCIOA cH p' g 3amboaa

A p, VIR, iVl

AX’h BelUYAHAMH 3D YpapHeHid (2) m (6), Mp1 Hailirems

o 1o, i Y Fo

—_ —_——_——
5772 V1424 F?

yo1 i Y-Fo

P==°? __2_,[1"+f2+F2.

Ha 0cHOBAHIN 3THX'L BEJHYHHD ¢ U o, & Takke ypasnemiii (2)
H (6), MBI BbIBEleMD

1

Ao — — L a]a'+ i (1+f2)¢o——F¢

2 fVia P B*
1 i (1) o' — FY

W=V e

. 1 .
aig V1 + A=+ —

i (fA-FY)Y —

2 2f\/m_2
azp\/————w’—i(fz_'_p)q’ — I

2 fixP e
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3amETAMD, YTO Bb 3THXD BEHIPAIKEHIAXD B CHIY TOKIECTBA
© = cp' f~ 4;' F
Mbl MOEEeMD cibaaTs
(1 +f)o — FY =f(¢' + fu),
(f*+ F)y —Fo' ={(f{ — Fy),

TAKD 9TO NOACTABIAA COCTABICHHbIA HAMH BEINYMHBI SYHKLiH o, o',
A, pp', aic’ V1A%, & ip' V1 +-p? BB ypasHenia (9) m (10),
Mbl TOAYYEMB CIBAYIOMiA BeAMYHHBI Z, ¥ U # Bb PYBKOIAXS & H 1),
yaoBaeTBoOpaomia BcEMD yCIoBiAMB

p 2090 i Y@ rF@ow o
? IV +@@F

YOI i [ G @)

A =" 2) I+
,_e@o()_ i (fOY@—Fagw,
2 VG Ewr

ITH ypaBHeHid W NpHRAJJERATH HCKOMOH HamMeHpHICH IOBEpX-
HOCTH, KOODARHATBI KOTOPOil &,y B 2 IPAMO BbIPAKEHbI Bb AAHHLIX'D
BEJNTHHAXD.

OcoGeHHO mPOCTO# BEAD NpPAHAMAIOTH ypaBHeHia (11), eciE MbI
BMECTO YrI0BBIXD KO9®PHNIEATOBS HOPMAIH Kb NOBEDXHOCTH Bb
Kamaoll To9kk (9 (u), ¢ (%), w (u)), KamHOE KPHBOH, 328/AMD KOCH-
HyCBI YrIOBb, COCTaBAAEMBIXh Ch OCAMH KOODAHHATD, IPAMOI HEp-
HeHAHKYAAPHOI0 Kb 3TOH HOPMAJH H Kb KACATEIBHOH, KOTODAd npo-
BeJCHA Kb KpEBOH BB Toil e TOIKE (o (u), § (u), o (u)).

BoseMems 32 % Ayry Bamneidl KpEBOH, CYHTAEMyl0 OTh KaKoi
HEOYXb NOCTOAHHOH TOYKE A0 TOUKE (9 (), (%), w (4)), TAKE 9TO

Oyaers (¢ (W)F 4+ (¥ @)+ (o' W)= 1;
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TOTAa, ecHA cefigach ymoMAHYThie KOCHHYChI CYTh

cosa, cosf3, cosy,

TO MBI JerKO HaijeMBb
Y @)+ F(u) o' ()

cos ot =——
VI @)+ Fm)
cosp= LW W)
VI (f @)+ (F W)
oSy = — @Y @) —Fw)e ()
V1 (W) —+ (F (u))?

IIpa kopek MoxHO pasymbrs 3saxb (—+) HaA 3HaKDB (—) Ge3-
Pa3IAYHO. B

Ypasrenia (11) mamedi nOBepXHOCTH NpPEMYTDH 3ambyaTeibHO
npocToit BALD

oo
x:i(_a)_';_ﬂ"_)—l—-?:—fcosadu
3

.om
12) <y=w+%{cosﬁdu

.M
z =M+—é—fcosydu
§

H JaloTH 00Iniif MHTErpash ypaBHeHiA Ha¥MMeHHIIAX'H NOBepPXHOCTeH,
rrE DpoM3BOABHBIA CYHKOIE BhIPaeHH! HeNOCPEJCTBEHHO Bh AaH-
HBIX'h BEJHYAHAXD,

Takp kaxkb & H 0 conpamennspia Mamubid, T0 345ce cabyyers
HOXOMHATH

t=v—wV—1,
n=v+wV—I1,

b v 1 w phiicTBUTEJBHBIN BEAMYHHBL.
Bt wacraoms caygab, xoraa

cosea=0, cosB=0, cosy=1, w@)=0,
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ypassenia (12) npEEAMAaOTS BELDL

o o(v-4-0V—1) ¢ (v—w \/—_1),
2

v — (-0 V—=1) 4§ (v —w y—1)
Y= 3 s

2 =w,
HaW [poIIe

z _ olv-2V—1)4+0(v—2Vy—1)
- 2

y — $(v4-2V—1)+¢(v—2y—T)
T 2

Ecam nckaounms 0TCI0AA ¥, TO NOJYyYdMD Bb NPAMOYTOIBHBIXD
KOODAMHATAXDS ypaBHeRie HammeHbmell NOBEPXHOCTH, NPOXOAAMei
depest KpHBYH #=—¢ (%), y=—1{(4) 3aJ3HHYI0 HPOE3BOILHO HA
NJIOCKOCTH Zy-0BDb NpPHYEMD HOPMAJh Kb NOBEPXHOCTH NPOBEAEHHAH
9epe3s KaAKAYI0 TOYKY 3TOH KDHBOH JAeHHTDH TaKmEe Bh HAOCKOCTH
zy-o8b. Hymuo anbTe BB BAAY uTO 6yAETH

(¢ @)+ @)y=1,

TAaKb Kakb Z W ¥ AIA KaRJOH TOUKA KPRBOA BHIpasKeHbl Bh PYHK-
nix ea Ayrn u. _
B3asw, RanpaMEp®, KPYrh Ha HIOCKOCTH £Y-0BB, onpexbasempli

ypaBHeHiAMH .
Z==cos#, y=—sinu

Mbl HOIy9HMD BE3BECTHYI0 BAaHMeHbINYI0 UBEPXHOCTH Bpamenia, me-
pEAiaED KOTOpO# ecTh nbunas Amnia.
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